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Pomocny text

MATEMATICKA
INDUKCE

Matematicka indukcia je dolezitda dokazovacia technika, s ktorou sa stretdvame azda
v kazdej oblasti matematiky a informatiky. Zakladnym typom tvrdeni, ktoré dokazujeme
matematickou indukciou, su tvrdenia tvaru ,Pre kazdé prirodzené (celé) éislo n > kg plati
T(n)“, kde ko je nejaké pevné ¢islo (zvycajne 0 alebo 1) a T'(n) je nejaké tvrdenie pa-
rametrizované ¢islom n. Matematicka indukcia vyuziva fakt, Ze k dékazu horeuvedeného
tvrdenia staci overit platnost dvoch tvrdeni - prvym je platnost 7'(n) pre najmensiu hod-
notu ko, dokazujeme teda T'(ko) (tejto Casti dokazu hovorime bdza). Druhym tvrdenim
je, ze pre lubovolné k > ko z pravdivosti T'(k) (indukény predpoklad) vyplyva aj pravdi-
vost T'(k 4+ 1) (indukcény krok). Ak sa ndm teda podari dokézat tieto dve tvrdenia, mame
vyhrané. Spravnost tohto postupu je zrejmé - z prvého tvrdenia mame T'(kg), tym pé-
dom vdaka druhému tvrdeniu plati aj T'(kg + 1), z toho T'(ko + 2) a tak dalej pre vSetky
n > kg. Princip matematickej indukcie si mozno predstavit ako padajice domino - ak zho-
dime prvy diel a kazdy diel mé svojho nasledovnika dost blizko na to, aby svojim padom
sposobil aj jeho pad, postupne spadni vSetky diely bez ohladu na to, kolko ich je.

Pi¥iklad 1. Dokazte, 7e pre kazdé n > 1 plati 1+ 3 +5+ ... + (2n — 1) = n?

Reseni. Bdza: Za n dosadime jednicku, tym padom sa tvrdenie zredukuje na 1 = 12, o
je trividlne pravdivé.

Indukény predpoklad: Predpokladame tvrdenie pre k, teda ze 143+ ... + (2k — 1) = k?

Indukcény krok: Chceme dokézat vetu pre k + 1, dokazujeme teda rovnost 1+ 3 + ... +
2(k+1) — 1 = (k +1)2. Lavt stranu mozno rozpisat na 1 +3+... +2k — 1 +2(k+1) — 1,
¢o sa podla indukéného predpokladu rovnd k? + 2(k + 1) — 1. Pokracujeme v tipravach:
k? + 2k +1 = (k + 1)2. Dostali sme sa k pravej strane dokazovanej rovnosti, tym padom
je dokaz hotovy.

Ako bolo vidno v predchadzajicom priklade, pre tspesny ddkaz matematickou induk-
ciou je kltuc¢ové vhodne preformulovat tvrdenie T'(k + 1) tak, aby sa odvolavalo na T'(k) (to
sa nam podarilo prepisanim lavej strany rovnosti). Nasledne vyuzijeme indukény predpo-
klad a dokaz dovedieme do konca.

Pri dokazovani sa obcas stava, ze samotné tvrdenie nam k dékazu nestaci, musime ho
teda ,,posilnit* a dokazat tuto silnejsiu variantu.

Priklad 2. Polozme s(n) = 75 + 55 + 55 + ... + m
Dokazte, ze pre kazdé n > 1 plati s(n) < 1.

Reseni. Dokazované tvrdenie je sice pravdivé, ale prili§ slabé - predpoklad s(n) < 1 ndm

nestaci na to, aby sme dokazali s(n + 1) = s(n) + m < 1. Zvolime preto silnejsiu
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variantu - pre kazdé n > 1 dokdzeme s(n) <1 — —=. Kedze 1 — —+ je ostro mensie nez
1, z posilneného tvrdenia nam okamzite vyplyva povodne

Béza dokazu je jednoducha: s(1) = &5 = 1 <1-1 =1- 1+1 Predpokladajme
teraz s(k) < 1 — % a prejdeme na indukény krok: s(k +1) = s(k) + m <

1—

(k+2) y = 1-— Dokézali sme tak ¢o sme cheeli.

w1+ e = LY meth ol

Niekedy je uzito¢né rozsirit aj bazu a krok samotnej indukcie. Mézeme napriklad doka-
zovat, ze ak plati T'(k) a T'(k+ 1), plati aj T'(k +2). V takom pripade vSak v bazi musime
dokézat T'(ko) aj T'(ko +1). Dalsou moznostou je predpokladat pravdivost T(j) pre vietky
j, kde kg < j < k a dokdzat T'(k + 1).

P#iklad 3. Nech postupnost f splita f(n 4+ 2) = 2f(n + 1) — f(n) pre vietky n > 0 a
zaroven plati f(0) =1 a f(1) = 2. Potom f(n) =n+ 1 pre vSetky n > 0.

Reseni. V bazi tentokrat dokdzeme T'(0) aj T'(1): f(0)=1=0+1a f(1)=2=1+1.
Ako indukény predpoklad teda mame f(k) = k+1a f(k+1) = k+ 2. DokdZeme tvrdenie
pre k+2: f(k+2)=2f(k+1)— f(k)=2(k+2)— (k+1) =k + 3. Jednoduché, nie?

Nie vzdy musi byt zo zadania na prvy pohlad jasné, Ze moZzme vyuzit matematicka
indukciu. Ked méame dokazat tvrdenie, ktoré plati pre nejakii mnozinu objektov, mozeme
tto mnozinu rozdelit podla nejakého parametra, ktory kazdy z objektov mé a d4 sa vyja-
drif prirodzenym ¢islom. Nésledne pouZijeme matematickt indukciu - dokdzeme platnost
tvrdenia pre objekty ktorych parameter sa rovna kg a podobne postupujeme v indukénom
kroku. Mézeme napriklad dokazovat nejakt vetu platni pre vSetky jednoduché grafy a ako
parameter indukcie pouZijeme pocet vrcholov ¢ pocet hran v grafe. Prikladom dokazu,
v ktorom podobni techniku pouzivame a zaroven pracujeme s rozsirenou indukciou, je
vzorové riesenie ulohy 2.3.

Na zaver si pre vystrahu ukazeme priklad, ako sa mozno pri matematickej indukcii
lahko popliest.

Véta 4.1. Pre lubovolni neprdazdnu konecni podmnozinu mnoziny prirodzenyjch éisel plati,
Ze vsetky jej proky su si navzdjom rovné.

Duikaz. Baza: Pre mnozinu obsahujticu jeden prvok veta evidentne plati. Predpokladajme
pravdivost pre k-prvkové podmnoziny. Dokdzeme vyrok pre (k + 1)-prvkovit podmnozinu
{c1,¢9, ...y cky1}. UvdZme dve k-prvkové mnoziny {ci,ca,...,ck} a {c,...,cx+1}. Podla in-
dukéného predpokladu su si prvky v jednej aj v druhej mnozinach rovné. Cisla c, ..., cx
vSak patria obom mnozindm, preto si vSetky ¢isla c1, ¢, ...cx+1 musia byt navzéjom rovné,
tvrdenie sme dokazali a ustedrili tak smrtelni ranu modernej matematike.

Ako sa ndm mohla podarit dokazat takato haluz? Vidite kde je podvod? (Rada: Skuste
si prejst indukény krok pre £ = 1). Prajeme Vam vela $fastia a aby sa Vam pri rieseni
Stvrtej série (ani nikdy potom) podobné pochybenia nestavali.
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Tato aktivita je realizovana v ramci vefejné zakazky Pilotni ovéfeni systému
popularizace technickych a pfirodovédnych obortu vytvarenim vazeb vysokych skol na
skoly nizsich stupnti, kterad je soucasti IPN Podpora technickjch a prirodovédnych obort
(PTPO), reg.¢. CZ.1.07/4.2.00/06.0005. Projekt je spolufinancovan Evropskym socidlnim
fondem a statnim rozpoc¢tem Ceské republiky.
www.generaceY.cz; wuw.reformy-msmt . cz
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