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Pomocny text

PRAVDA A LEZ

V sérii s ndzvem Pravda a lez se budeme vénovat vyrokové logice, budeme se tedy bavit
o vyrocich a o tom, jak nékteré vyroky vyplyvaji z jinych. Pojdme si nejprve samotny
pojem ,vyrok* trochu upfesnit.

Vyrokem je kazdé tvrzeni, o jehoz pravdivosti méa smysl uvazovat. Jinymi slovy, kaz-
dému vyroku lze pfifadit pravdivostni hodnotu — bud 0 (lez), nebo 1 (pravda).

Priklady vyrokt:

e Prsi.

e Jdu do gkoly.

e 2+4+2=5

Naopak vyroky nejsou: ,Prgi?“, Chod do gkoly!“, ,z + 2 = 5.

Operace s vyroky

vvvvvv

mozné vytvéafet pomoci negace a logickych spojek, coz odpovida skladani vét do souvéti.
Negace vzdy méni pravdivostni hodnotu vyroku. V ce§tiné odpovida pfipojeni véty ,,Neni
pravda, Ze...“. Negace vySe uvedenych vyroki jsou pak

e Neni pravda, Ze prsi.
e Nejdu do gkoly.
e 2+2#5

V dalsim textu nas nebudou zajimat konkrétn{ vyroky, ale jejich obecnéjsi vlastnosti. Vy-
roky proto nahradime proménnymi (A4, B,...). Negaci budeme zna¢it symbolem —, tedy
negaci vyroku A zapisujeme —A. Vyrok —(—A) je dvojitou negaci vyroku A a ma proto
vidy stejnou pravdivostni hodnotu jako A.

Nejcasté&ji pouzivané logické spojky jsou konjunkce, disjunkce, implikace a ekvivalence
— kazd4 z nich spojuje dva vyroky do jednoho (takovym spojkam se fika bindrni). Vyznam
téchto spojek a bézné pouzivana symbolika jsou uvedeny niZe:

e A A B — konjunkce (vyznam ,plati A a soutasné B“)

e AV B — disjunkce (vyznam ,plati A nebo B*)
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e A= B - implikace (vyznam ,pokud plati A, plati také B*)
e A< B - implikace (vyznam , A plati pravé tehdy, kdyz plati i B“)

Konjunkce je pravdiva, pokud jsou oba vyroky A, B pravdivé. Disjunkce je pravdiva, pokud
je pravdivy alespon jeden z vyroka (proto také vySe uvadime spojku ,nebo“ bez ¢arky;
vyznamu ,plati bud A, nebo B“ by odpovidala tzv. exkluzivni disjunkce, o které se tu
dale zminovat nebudeme). K tomu, aby platila implikace, je t¥eba, aby bylo B pravdivé
nebo A nepravdivé. Napfiiklad véta ,,Pokud je snih b&zné zeleny, je snih bézné Cerveny.“ je
pravdiva. Ekvivalence je pravdiva, pokud jsou oba vyroky A, B pravdivé, nebo pokud jsou
oba nepravdivé.

Pti uréovani pravdivostni hodnoty slozenych vyroki pomoci pravdivostnich hodnot
vyroktl dil¢ich ndm pomftize tabulka:

A|B|ANB|AVB| A= B | A< B
010 0 0 1 1
011 0 1 1 0
110 0 1 0 0
1|1 1 1 1 1

V levych sloupcich se nachazi pravdivostni hodnoty vyrokt A a B, kazdy fadek odpovida
jedné kombinaci jejich pravdivostnich hodnot. V dalsich sloupcich jsou odpovidajici prav-
divostni hodnoty slozenych vyroki uvedenych v zahlavich sloupcti. K tabulce bychom si
snadno mohli domyslet dalsi sloupec jinym uspoifadénim nul a jedni¢ek — ziskali bychom
tak dalgi logickou spojku. Jak snadno rozmyslime, celkem je binarnich logickych spojek
24 = 16. Krom binarnich logickych spojek ale mame i spojky které z n vyroku délaji jeden
— pro takové spojky by tabulka musela mit 2" ¥adkt a mohli bychom vytvofit 22" riiznych
n-arnich spojek.
Pro negovéni slozenych vyroki plati nasledujici:

-(AANB) < (nAV -B)
-(AV B) < (nAA-B)
(A= B) < (AN-B)
(A< B)< (AAN-B)V (mAAB))

Tato tvrzeni se daji se snadno odvodit pomoci tabulky; prvni dvé z nich v literatuie
nazyvaji De Morganova pravidla.Dalsim uzite¢nym vztahem je

(A=B)A(B=0C))= (A= 0C). (1)

Uplné systémy logickych spojek

Miuzeme si viimnout, Zze vyrok A = B lze zapsat jako AV B a vyrok A < B jako
(mAV B) A (B V A). Nabizi se otézka, zda kazdou logickou spojku lze zapsat pomoci —,
V a A. Déle dokazeme, Ze tomu tak je.
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Uvazme pravdivostni tabulku né&jaké logické spojky h(Ai, Aa, ..., Ay).

Pro kazdy fadek, v némz je h(A1,. .., A,) = 1 umime pomoci konjunkei a negaci vyrobit
vyrok, ktery je pravdivy pro tento Ffadek a nepravdivy pro vSechny ostatni (vezmeme
konjunkci v8ech proménnych, které maji na daném fddku hodnotu 1 a dalsimi konjunkcemi
k nim pFipojime negace proménnych, které maji hodnotu 0). Takto vzniklym vyroktm
budeme fikat klauzule. Pak stadi viechny tyto klauzule posbirat a spojit disjunkcemi (vyrok
h(A, B,C) je pravdivy, pokud je alespori jedna klauzule pravdivd).

Pro konkrétni spojku h(A, B, C) danou tabulkou

A|B|C| KA B,C)
0l0]0 0
0101 1
011]0 0
011 1
1]ofo 0
1101 0
1]1]0 1
1] 1]1 0

byhom timto algoritmem dostali ekvivalentni vyrok ((mAA-BAC)V(mAANBAC)V (AN
B A —C)). Tento vyrok nazyvame normalni disjunktivni formou vyroku h(A, B, C).

Protoze jsme ukézali, Zze pomoci -,V a A lze vytvofit jakoukoliv spojku, Fikdme, Ze
{=,V, A} je aplny systém logickych spojek. Uplnym systémem je také napiiklad {-, =}
a dokonce existuji 1 jednoprvkové tplné systémy.

Dikazy

Zakladnim stavebnim kamenem moderni matematiky je dtkaz. Dikaz je posloupnost
logickych krokt, v nichz se z predpokladu (A) snazime vyvodit zavér (Z), dokazujeme tedy
platnost implikace A = Z. Existuji t¥i typy dikazi:

Primy dikaz najdeme posloupnost implikaci A = B, B = C, ...Y = Z, z nichz
kazd4 se opira o néjaké znamé tvrzeni. Pokud jsou v8echny tyto implikace pravdivé,
opakovanym uzitim (??) dostavame platnost implikace A = Z.

Neptrimy dikaz najdeme posloupnost implikaci =2 = =Y, ..., =B = —A. Protoze je
—B = —A ekvivalentni s A = B, je tento zpisob jen obménou zpisobu piedchoziho.

Dikaz sporem najdeme posloupnost implikaci AAN—-Z = B, B=C,...Y = (, kde ¢
je vyrok, ktery neni nikdy pravdivy. Mame tak (A A —Z) = (, coz muZze byt splnéno
pouze pokud neplati AA—Z. Dle De Morganovych pravidel pak plati AV Z, neboli
A = Z,; proto 1 tento zpisob je ekvivalentni s prvnim.

Tolik teorie k ditkaziim. K FeSeni (nejen) prvnich dvou sérii se vam budou diikazy hodit —
pokud FeSite nas semindf poprvé, doporucujeme si projit feSeni tiloh z minulych roéniku
na nasem webu, abyste si udélali blizsi predstavu, jak pofadny dikaz vypadé.
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