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Pomocny text

FUNKCIONALNI
ROVNICE

Rovnice, jejichZz feSenim je ¢islo nebo mnozina &isel, znate davérné ze skoly a
s nekterymi trikovéjsimi jste se potkali i v naSem seminafi. V této sérii se podivame
na to, jak se fesi rovnice, jejichz feSenim méa byt néjaka funkce.

Nejprve si ujasnéme, co to vlastné funkce je.

Definice 6.1. Funkce je mnoZina f dvojic (x,y) redlnych cisel takovd, Ze pro kazdé
redlné x je v mnoZiné€ takovdto dvojice nejvyse jedna. Skutecnost (x,y) € f zapisujeme
jako f(x) = y. MnoZinu x takovijch, Ze pro néjaké y je (x,y) € f nazgvdme definicnim
oborem f, znacime D(f). MnoZinu vsech y, pro kterd existuje x spliiujici (x,y) € f
nazveme oborem hodnot f.

PrestoZze se vétSinou setkdvame s funkcemi, které maji n&jaky konecny predpis
(napt. f(x) = 22, g(z) = sin(z) + x nebo "h(z) je nejmensi prvocislo v&ts nez
x"), definice o existenci takového predpisu nezarucuje. Dokonce drtivéa vétsina funkei
zédny takovy pfedpis nema.

U funkei lze zkoumat fadu vlastnosti. Funkce f muze byt

rostouci, pokud pro kazdou dvojici realnych &isel spliujici z; < zo plati f(z1) <

f(z2),

klesajici, pokud pro kazdou dvojici redlnych ¢isel spliujici x1 < xo plati f(z1) >

f(z2),

nerostouci, pokud pro kazdou dvojici realnych ¢isel spliwjici x; < zo plati f(z1) >

f(z2),

neklesajici, pokud pro kazdou dvojici realnych ¢isel spliwjici 1 < xo plati f(x1) <

f(z2),
ryze monoténni, pokud je rostouci nebo klesajici,
monotoénni, pokud je nerostouci nebo neklesajici,
prosta (injektivni), pokud pro zadna dvé z1 # xo neplati f(x1) = f(z2),
na (surjektivni), pokud pro kazdé realné y existuje x takové, ze f(z) = v,
bijektivni, pokud je injektivn{ a surjektivni,

suda, pokud pro vSechna z plati f(z) = f(—z),
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licha, pokud pro vSechna x plati f(z) = —f(—z),

omezena shora (zdola), pokud existuje ¢ takové, Ze pro vSechna x plati f(z) < ¢
(xesp. f(z) > 1),

omezenda, pokud je omezené shora i zdola,

periodicka, pokud existuje p takové, ze x + p € D(f), pravé kdyz x € D(f) a
fx+p) = f(z),

multiplikativni, pokud pro v8echna x,y z defini¢niho oboru lezi zy v defini¢nim

oboru a f(zy) = f(x)f(y) .

Dosadime, co umime

Zakladni metodou reSeni funkcionalnich rovnic je dosazovani hodnot a kombino-
vani ziskanych rovnosti.

Priklad 6.1. Najdéte vSechny rostouci funkce f : R — R takové, Ze pro v8echna
realné x,y plati

flx+y) = fx)+ f(y)

Tato funkcionalni rovnice je znama jako Cauchyova. K jejimu vyreSeni nam staci
nékolik malo dosazeni. Nejprve za = i y dosadime nulu. Dostaneme tak, ze f(0) =
£(0)+ £(0), odtud f(0) = 0. Dale kdyZ za y dosadime x, dostaneme f(2z) = 2f(x).
Kdyz za y dosadime 2z, dostaneme f(3z) = f(2x) + f(z), coZ je dle pfedchoziho
rovno 3f(z). To nas dovede k predpokladu, Ze pro pfirozené &islo n plati f(nx) =
nf(z), které nyni dokdzeme indukci. Pro n = 1 neni co fesit, pojdme na indukéni
krok. Ptfedpokléddejme, Ze to plati pro n = k a dokazme to pron = k+1. Dosazenim za
y = kx mame f((k+1)z) = f(x)+f(kx) = f(z)+kf(x) = (k+1) f(z), coZ jsme chtéli
dokézat. Pokud za y do pivodni rovnice dosadime —z, mame f(0) = f(z) + f(—=x),
s vyuzitim f(0) = 0 pak f(—z) = —f(x), pro pfirozené n pak f(—nz) = —f(nz) =
—nf(x) — rovnost f(kx) = kf(x) proto plati nejen pro pfirozena ¢isla, ale i pro
zéporna a nulu. Jsou-li p,q cela Cisla, ¢ # 0, mame dvojim pouzitim predchozi
rovnosti qf(%) = f(p) = pf(1), odtud f(%) = gf(l). Dokéazali jsme, Ze pro vSechna
racionalni z plati f(x) =z f(1).

Cauchyho funkcionalni rovnice ndm bohuzel vic informaci o funkci nedé — vyhovi
ji naptiklad funkce takova, ze f(x) = x pro racionalni z, f(x) = —=z, je-li x soucin
racionélniho ¢isla a m a f(z) = 0 jinak. VyuZijeme proto toho, Ze ma jit o rostouci
funkci. Predpokladejme, Ze by pro néjaké iracionalni ¢ platilo f(t) > ¢f(1) (pro f(t) <
tf(1) sta¢i v nasledujicim odstavci prohodit znaménka). Pak vybereme racionalni
¢islo r spliwjici ¢t < r < f(t)/f(1). Plati f(t) > rf(1) = f(r), protoze jde ale
o rostouci funkei, je f(r) > f(t), coz je spor.

Dokéazali jsme tak, ze musi platit f(z) = xf(1) pro vSechna realna z. Navic
snadno ovéfime, ze viechny funkce tvaru f(z) = cx (kde ¢ = f(1) je libovolné realné
¢islo) opravdu vyhovuji zadani.
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Vyse uvedeny postup se da snadno modifikovat pro funkcionéalni rovnici f(zy) =
f(@)f(y), kde f: RT — R je rostouci funkce. Resenim jsou v tomto piipadé viechny
funkce tvaru f(z) = 2z Znama je také Jensenova rovnice, ktera je tvaru f(z +
y)+ f(x —y) = 2f(x) a f : R — R ma byt opét rostouci funkce. Jejim fesenim
jsou vSechny linearni funkce f(x) = ax + b. Znalci nerovnosti zde jisté vidi jistou
souvislost s Jensenovou nerovnosti.

HledAani vlastnosti

Velmi uzitecné je hledat u funkci surjektivitu, injektivitu, monotonii, sudost,
lichost a pripadné multiplikativitu. Demonstrujeme to na tloze z IMO 1992.

Priklad 6.2. Najdéte vSechny funkce f : R — R takové, Ze pro vSechna realna x,y
plati f(z* + f(y)) =y + f(2)*.

Nejprve dokazme surjektivitu. Polozme x = 0. Pokud budeme ménit y, nabude
prava strana vSech realnych hodnot. Na levé strané je vzdy funkéni hodnota f —
proto je oborem hodnot f cel4 mnozina R.

Kdyby pro dvé rizna yi,y platilo f(y1) = f(y2), bylo by f(z* + f(y1)) =
(@2 + f(y2)), ze zadané rovnice pak y; + f(x)% = y2 + f(x)?, coz je spor s riiznosti
Y1, y2. T1m je dokdzana injektivita.

Protoze je f bijekei, existuje jediné ¢ takové, ze f(t) = 0. Kdyz toto ¢t dosadime za
r iy, mame f(t?) = t. Dale polozime y = t?, x = 0 a mame f(0+ f(t?)) = t>+ f(0)2.
Na levé strané je dle pfedchoziho f(0+t) = 0, proto t = f(0) = 0. Dosazenim = = 0
do ptivodni rovnice méame f(f(y)) = y. Navic kdyZz do ptvodni rovnice dosadime
y = 0, mame f(2?) = f(x)%. Pokud tedy do piivodni rovnice za y dosadime f(z),
dostaneme z prechozich dvou vztahi f(x? + 2) = f(z) + f(2)? = f(2) + f(z?).

To je ale v podstaté Cauchyho rovnice — sice 2 miize nabyvat pouze kladnych
hodnot, ale na dukaz toho, ze f(x) = f(1)x pro vSechna kladné racionalni z, nam to
staci. Ze vztahu f(2%2+2) = f(2)+ f(z)? navic vidime, Ze je funkce neklesajici (kazdé
¢islo 2/ > z lze psét ve tvaru z + 2 a pro kazdé takové &islo je f(2') = f(2)+ f(z)? >
f(2)). Tim jsme vztah f(z) = xf(1) rozsifili na nezaporna realna ¢isla.

Abychom ho rozgifili i na ¢isla zaporna, dokdzeme, Ze je funkce lich4. Uzitim
vztahu f(2?) = f(x)? mame f(x)? = f(—x)?, protoze pro z rizné od nuly nemize
nastat f(x) = f(—x) (funkce je prostd), mame f(z) = —f(x). Tim jsme dokazali, ze
hledana funkce musi byt tvaru f(z) = cz.

U funkcionalnich rovnic je velmi diilezita zkouska. Po dosazeni za f mame c(z? +
cy) = y + z2. Toto musi platit pro viechna x,y, dosazenim z = 0 a y = 1 mame
c = 1. KdyZ za c jednicku dosadime, dostaneme platnou rovnost z2 +y = 22 + y.
Tim jsme dokézali, Ze zadané rovnici vyhovi pravé funkce f(x) = x.

V tvodu sekce jsme uvedli, Ze je zajimavé zkoumat multiplikativitu. To plati
zejména pokud je defini¢nim oborem mnozina pfirozenych ¢isel. V takovém piipadé
jsou vSechny hodnoty funkce uréeny hodnotami na prvocislech. Péknou ukézkou ta-
kové tlohy je tfeti piiklad celostatniho kola 56. roéniku MO:
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Priklad 6.3. Uvazujme vSechny funkce f : N — N takové, Ze pro kazda dvé pfiro-
zend Cisla x,y plati f(zf(y)) = yf(x). Uréete nejmensi moznou hodnotu f(2007).

Regeni lze najit na adrese https: //www.math.muni . cz/~rvmo/ABC/56/A56iiiz.
pdf.

Pryc¢ se symetrii

Casto byva dobré dosadit x = a, y = b a v zapéti x = b, y = a a porovnat oba vy-
sledky. Pro usnadnéni tohoto postupu mutzeme sesypat na levou stranu vSechny ¢leny
rovnice, které jsou symetrické vzhledem k zaméné proménnych. Napiiklad rovnici

f(f(xy) + f(2) + f(y) — 2 = f(f(zy)) + 2 f(y)

upravime na

f(f(zy) + f(2) + f(y) — f(f(zy)) =2+ 2f(y)

a hned vidime, Ze vySe uvedené substituce ndm daji vzdy stejnou levou stranu, na
pravé strané dostaneme jednou a(1l + f(b)) a podruhé b(1 + f(a)). Po dosazeni za
a =1 pak f(b) =cb—1, kde ¢ = f(1) + 1. Kdyz dosadime a provedeme zkousku,
dostaneme ¢ = 0. Jedinou vyhovujici funkei je tak f(z) = —1.

Posloupnost iteraci

Posloupnost iteraci funkce f v bodé x je posloupnost, kterd mé nésledujici po-
dobu: z, f(x), f(f(x)), f(f(f(x))),.... Prvky této posloupnosti nazyvame iteracemi
funkce f. Tvar této posloupnosti ndm muzZe pomoci Tesit tlohy, v nichZ se vyskytuji
iterace.

Priiklad 6.4. Najdéte vSechny funkce f : Z — Z spliujici

5f(x) =2z 4+ 2f(f(2))

Zvolme pevné t a uvazme posloupnost ag = t,a1 = f(t),aa = f(f(t)) ...pro
n > 2 plati 2a,, — 5a,_1 + 2a, = 0. Indukci snadno ukéZeme, Ze a, =c-2" +d - (%)”
pro vhodné ¢, d (ta snadno dopocteme z rovnic 2c +d =t, 2¢ + d/2 = f(t)). Pokud
vas zajimé, jak na toto prijit bez zézracného uhodnuti a indukce, pomohou vam
materialy z pfednasek o vytvorujicich funkcich na nasem webu. ProtoZze ¢t i f(t)
jsou celé ¢isla, jsou c i d jisté racionalni. Kdyby byla konstanta d rtzna od nuly,
od urcitého indexu by posloupnost a, nemohla byt celo¢iselna — jeji ¢leny by byly
zlomky, v nichZ mocnina dvojky ve jmenovateli stale roste, zatimco v Citateli je stale
stejné. Proto a, = ¢- 2" ¢ = ag = t, f(t) = a1 = 2¢ = 2t. Toto musi platit pro
v8echna t. Zkouskou ovéfime, ze f(x) = 2z vyhovuje zadani.
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Recyklujeme argumenty

Nékteré funkcionalni rovnice jsou zaloZené na tom, Ze se v rovnici vyskytuje
funkce jen s nékolika malo argumenty x, g(x), g(g(z)), ..., pfi¢emz posloupnost v ta-
kovém tvaru (x, g(x), g(g(x)),...) je periodicka. Nejjednodussim takovym piikladem
je g(x) = —x — v takovém piipadé by mohla zadana funkcionalni rovnice vypadat
takto:

2f(z) + f(—x) =

Zde staci za  dosadit g(z) a mame 2f(—x) + f(z) = —z. ReSenim soustavy rovnic

pro f(z) a f(=x) pak f(z) = z.
Trochu komplikovanéjsi j Je rovnice f ( =) ( ) = 84. V tomto piipadé za = do-

sazujeme postupné g(x) = —x a g(g(x)) Dalsi dosazeni neni potfeba, nebot

9(9(9(x))) = z. Ze ziskanych rovnic (f(*= 1) —i— f(1 =) =84 a f(x)+ f(%) = 84)
a zadané rovnice pak opét feSenim soustavy klasickych linedrnich rovnic dostaneme,

ze f(x) = 42 je jedina funkce vyhovujici zadani.

r—1
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