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Pomocny text

AFINNI ROVINY

Jednim z nejpopulérnéjsich hlavolamt dnesni doby je sudoku. Kouké na nas z vét-
Siny novin vétsinou hned vedle svédské kiizovky. Matematika by ale nebyla mate-
matikou, aby i tuto hddanku nepojmenovala a nepodrobila pofadnému zkoumani.
Dnesni sudoku je variantou tzv. latinského ctverce. Tém se bude vénovat ¢ast naSeho
povidani.

Definice 1. Latinsky ctverec Tddu n je ctvercové schéma n X n cisel mezi 1 a n
takové, Ze kazdy Fdadek a kazdy sloupec obsahuje vsechna ¢isla od 1 do n.

To znamen4, Ze vSechna ¢isla v libovolném tfadku jsou rizné; totéz plati o sloup-
cich. Takovym latinskym c¢tvercem fadu 9 muze tedy opravdu byt dobfe vyfreSené
sudoku. Obecné vypada latinsky ¢tverec nasledovné

ai;p a2 ... Qin

a1 azy ... Qa9n
L=

anl QAp2 ... Qnn

Protoze tenhle zapis je prostorové naroény, ¢asto pouzivame jen symbolicky zapis
L = (a;j), kde i je index fadku a j index sloupce.

Definice 2. Dva latinské ctverce Tdadu n L1 = (a;;) a Ly = (b;), 1 < i,j < n
nazveme ortogondlni, jestlize pro kazZdou dvojici ¢isel (a,b),1 < a,b < n, existuji i, j
takové, Ze a;j = a,b;; = b.

Jinymi slovy, pro kazdou dvojici ¢isel (a,b), a 1 b jsou mezi 1 a n, najdeme pozici
takovou, Ze prvni ¢tverec mé na této pozici ¢islo a a druhy ¢islo b.

Uloha 1. Udejte priklad ortogondlnich i neortogondlnich ctvercii.

Reseni 1. Ortogondlnimi ctverci f#ddu 3 jsou napiiklad
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Opravdu tomu tak je, protoZe pokud oba ¢tverce prekryjeme, dostaneme schéma

(1,1) (2,2) (3,3)
(2,3) (3,1) (1,2)
(3,2) (1,3) (2,1)

a kaZdd dvojice sestavend z cisel 1,2,3 se v ném vyskytuje prdavé jedenkrdt.

Oproti tomu ctverce
1 2 2 1
2 1) “\1 2

)>
)

2) (2,1
1) (1,2
a napiiklad dvojici (1,1) tu nenajdeme. Na zavér piikladu poznamenejme, Ze ortogo-
ndlni ctverce existuji pro vSechny tddy kromé dvojky a Sestky.

V dalsi ¢éasti naseho povidani se budeme vénovat koneénym afinnim rovinam.

Definice 3. Bud A koneénd neprdzdnd mnoZina, R néjaky systém jejich neprdzd-
ngch podmnozin. Proky mnoZiny A nazgvame body, proky systému R primky. Dvojici
(A, R) nazveme konecnou afinni rovinou, jestlize plati:

1. KaZdé dva rizné body lezi na prdvé jedné piimce.

2. Ke kazdému bodu x € A a kaZdé primce p € R takové, Ze x & p, existuje privé
jedna primka q takovd, Ze x € q, pNq = 0.

3. Existuji tri navzdjem rizné body, které nelezZi na jedné primce.

Vsimnéme si, Ze konecn4 afinn{ rovina je postavenad na konecné mnoziné. Radem
kone¢né afinni roviny budeme rozumét prirozené ¢islo, jehoz druha mocnina je pocet
prvka mnoziny A. To, Ze pro kazdou kone¢nou afinni rovinu takové ¢islo existuje,
dokazovat v nasem povidani nebudeme. Je to ponechano laskavému Ctenéfi jako
¢tvrta aloha této série :-)

Dale si vSimnéme, Ze nazev konefné afinni rovina neni tak tplné od véci. Tato
struktura se opravdu podobéd nam dobie zndmé nekonec¢né roviné. Druha podminka
nam napiiklad rika, ze k dané pirimce lze bodem, ktery na ni nelezi, vést pravé
jednu rovnobézku. Pro lepsi pfedstavu se podivejme, jak takova koneéné afinni rovina
vypada.
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Uvazme jako A mnozinu obsahujici ¢isla 0, ...,15. Tedy naSe rovina méa rad 4.
Pro prehlednost ji znédzornime tabulkou:

0o 1 2 3
4 5 6 7
8 9 10 11
12 13 14 15

Jak vypadaji pfimky v takové roviné? V prvnim sméru jsou to

r1 =10,1,2,3}, 70 = {4,5,6,7},r3 = {8,9,10,11},r4 = {12,13,14, 15},
ve druhém
rs = {0,4,8,12},r¢ = {1,5,9,13},r7 = {2,6,10,14},rg = {3,7,11, 15},
ve tfetim
rg = {0,5,10,15}, 7m0 = {1,4,11,14},r1; = {2,7,8,13},r12 = {3,6,9, 12},
ve ¢tvrtém
ri3 ={0,6,11,13},r14 = {1,7,10,12},r15 = {2,4,9,15}, 76 = {3,5,8, 14}
a v poslednim
ri7 ={0,7,9,14},r18 = {1,6,8,15},r19 = {2,5, 11,12}, 799 = {3, 4, 10, 13}.
Napfiiklad body 5,8 spojuje pfimka rig = {3,5,8,14}. Jina pfimka dvojici 5,8
jako svoji podmnozinu neobsahuje. Bodem 11 povedeme k této piimce rovnobézku.
Timto bodem prochézeji primky rs,rs, 710,713, 719. Z téchto péti pfimek ma pouze
r13 S 116 prazdny prinik a pravé ona je hledanou rovnobézkou.
Miuze se zdat, ze kone¢né afinni roviny s latinskymi ¢tverci moc nesouvisi. D4 se
ale dokézat, Ze kone¢né afinni rovina radu n > 3 existuje pravé tehdy, kdyz existuje

n — 1 latinskych ¢tverct n-tého fadu, z nichz kazdé dva jsou navzajem ortogonalni.
Jako disledek tohoto tvrzeni dostavame, Ze neexistuje kone¢na afinni rovina radu 6.
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