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Pomocny text

GEOMETRICKA
PRAVDEPODOBNOST

Nez se pustime do pravdépodobnosti geometrické, pfipomeneme, co je to pravdé-
podobnost klasické. K jeji definici budeme potfebovat néjaké jevové pole (znaéime ho
Q). Je to kone¢na mnozina vSech vysledku, které mize mit néjaky pokus a z nichz
kazdy je stejné mozny, napiiklad mnozina ¢&isel, které mohou padnout na kostce,
mnozina posloupnosti{ ¢isel, které mohou byt vylosovany ve Sportce apod. Pojem po-
kus neni nijak vymezen, jevovym polem proto miize byt libovolna koneénd mnozina.
Jeji prvky budeme nazyvat elementdrni jevy, jeji podmnoziny jevy.

Definice 1. Pravdépodobnosti jevu A (znacime P(A)) rozumime hodnotu podilu %,

kde | X| znact pocet prvki mnoZiny X .
Priklad 1. Jakd je pravdépodobnost, Ze na klasické kostce padne liché éislo?

Zde je jevovym polem mnozina Q = {1,2,3,4,5,6}, pfiznivym jevem je A =
{1,3,5}. Pravdépodobnost tohoto jevu uréime jako P(A) = % = % = % Vizdy, kdyz
spoc¢itdme néjakou pravdépodobnost, je dobré ovérit, ze vysledek lezi v intervalu
(0,1). V opa¢ném piipadé je nékde vazna chyba.

Geometrickou pravdépodobnost vyuzijeme tam, kde mé pokus nekoneé¢né mnoho
stejné moznych vysledkt, z nichz kazdému lze pfifadit k-tici redlnych ¢isel tak, ze
i-té ¢islo je z intervalu (a;, b;), a pravdépodobnost, Ze padne do intervalu (¢;, d;) je
Zli_cf nezavislé na hodnotach ostatnich ¢isel.
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Oznaceni zustane stejné, jako u klasické pravdépodobnosti, zlistane zachovéin i
vztah P(A) = %‘. V tomto piipadé uz ale nemuzeme urcovat || ani |A| jako pocty
prvki, ale jako miru mnoziny. Co to je mira? ProtoZe elementérni jevy odpovidaji
k-ticim redlnych ¢isel, muZeme si je predstavit jako body v k-rozmérném prostoru
(pro k = 1 body na p¥imce, pro k = 2 body v roving, ...). Podle hodnoty k jsou
Q a A sjednocenimi nékolika tsecek, rovinnych obrazci, nebo obecné k-rozmérnych
téles. Pro takové ttvary jsme jiz miru vsichni mnohokrat pocitali, akorat pod nézvy
jako ,délka* pro tsecky, ,obsah® pro rovinné obrazce a ,objem‘ pro télesa. Dulezité
je porovnavat miry stejného rozmeéru — pokud je napf. 2 krychle a A bod.

Piiklad 2. Ndhodné vybereme ¢islo x z intervalu (0,2). Jakd je pravdépodobnost, Ze
bude 1622 + 3 > 16z ?

Resenim nerovnice dostavame A = (0, i} U <%, 2). Mira této mnoziny je souctem

délek intervalit (0,1) a (2,2), je proto rovna 7 + 2 = 2. Pfitom || = 2, proto
P(A)=3.
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Piiklad 3. Tyc¢ délky 1 m rozdélime dvema ndhodné umisténymi Tezy na tri édsti.
Jakd je pravdépodobnost, Ze viechny tii éasti budou mit délku alespoti 20 cm?
Kazdému rozdéleni prifadime dvojici realnych cisel
(z,y), kde = je délka prvni a y délka druhé ¢asti v me-
trech. Kazda takova dvojice bude splhovat z,y > 0 a 1
xz +y > 0. Mame tak tfi omezeni, kazdé urcuje né€jakou
polorovinu. Jevové pole € lezi v priniku téchto polorovin, 0.6 —
kterym je trojuhelnik s vrcholy (0,0), (0,1) a (1,0). Na
druhou stranu kazdé dvojici (z,y), kterd vyhovi vSem ne-
rovnostem, odpovida néjaké rozdéleni tyfe. Mnozinou Q0.2 T ‘
je proto cely trojihelnik. Prvek mnoziny A musi splnit 0
z,y > 0,2al—2x—y > 0,2. Témto tfem nerovnostem 0.2 0.6 1
odpovidaji vsechny body trojihelnika s vrcholy (0, 2;0, 2),
(0,2;0,6), (0,6;0,2). Snadno nahlédneme, Ze kazdy bod tohoto trojihelnika opravdu
vyhovi danym podminkdm. Hledana pravdépodobnost je pomérem obsahii trojihel-
niki, P(A) = $% =0, 16.

Zatim jsme pracovali s pomérné vagnim predpokladem, Ze kazdy vysledek je
stejné mozny. Protoze je moznych vysledkii nekoneéné mnoho, plyne odtud, ze kazdy
konkrétni vysledek méa nulovou pravdépodobnost. My musime tedy predpoklad ze-
silit: kazdé dvé mnoziny vysledki, které maji stejnou miru, jsou stejné mozné. Zpu-
sobi, jak tlohu prevést na problém s k-ticemi realnych &isel je mnoho, ale ne v8echny
vyhovi podmince.

Tuto skutecnost si nyni predstavime na prikladu, ktery je znam jako Bertranduv
paradox.

Priklad 4. Zvolme na kruznici se stiedem S a polomérem 1 ndhodné dva body A,
B. Jakd je pravdépodobnost, Ze jsou to koncové body tétivy, kterd md délku vétsi neZ

V37
Tato tloha se nazyva Bertrandiiv paradox. Bertrandiiv proto, ze ji vymyslel Jo-
seph Bertrand v roce 1888 a paradox proto, Zze navrhl tfi zdanlivé spravné reSeni.
V prvnim FeSeni popiSeme tétivu AB souradni-
cemi jejiho stfedu vzhledem k pevné zvolené pravo-
ihlé soustavé soutfadnic. Mnozinu moznych stfedu A
tvoii kruh o poloméru 1. Tétiva délky /3 je stra-
nou rovnostranného trojuhelnika vepsaného do jed-
notkové kruznice a jeji vzdélenost od stfedu je
%. VsSechny delsi tétivy maji vzdélenost od stifedu
mensi. Proto stiedy tétiv délky vétsi nez /3 lezd
uvnitt kruhu o poloméru % Hledana pravdépodob-
() _
T2 T B

nost je pomérem obsahu téchto kruhi, tedy

Z.
Ve druhém feSeni tétivu AB popiSeme jeji vzda-
lenosti v od stfedu a thlem ¢, ktery svira s pfimkou

BRKOS Team 2009



XVI. ro¢nik BRKOS 2009/2010

SC (C je pevné zvoleny bod). MnoZina takovych dvojic tvoii obdélnik o rozmérech 1
a 2m. Pro kazdy thel ¢ jsou vyhovujici vzdalenosti od st¥edu z intervalu (0, %) (zdu-
vodnéni je stejné jako v minulém FeSeni). Vyhovujici moznosti tedy tvoii obdélnik
0 obsahu % - 27, hledané pravdépodobnost je proto %

v v
S
¢ ;
Bv
0 o 2m

V poslednim feSeni popiSeme vybrané body A, B dvojici uhla a = |[ZASC|, g =
|£BSC|, kde C je opét pevné zvoleny bod. Mnozina viech vyhovujicich dvojic tvori
¢tverec o hrané 2. Tétiva délky /3 odpovida stfedovému thlu %’r, jak lze rozmyslet
z nacrtu rovnostranného trojihelniku. Pro kazdy thel o vyhovi ty dhly 3, které se
od néj lisi o vice nez 2% Mnozina vyhovujicich dvojic je znazornéna na obrazku.
Snadno rozmyslime, Ze v tomto piipadé nam pravdépodobnost vysla %

N

0 Q 27

Dosli jsme ke tfem feSenim. Kazdé predpokldda rovnomeérnost a nezavislost rozlozeni
jinych parametri. Bylo by mozné fici, Zze problém byl nedostatecné zadan. Jisty
Edwin Jaynes se s timto nespokojil a v roce 1973 publikoval ¢lanek, v némz ukazuje,
7e pouze metoda vedouci k vysledku % ma jisté vlastnost, kterou by ndhodné rozloZeni
secen mélo mit. Kdyz zvolime kruznici o poloméru 2, uvniti ni kruznici o poloméru 1
a touto metodou budeme vybirat seny vétsi kruznice, budou i seény mensi kruZznice
jimi uré¢ené mit rovnomérné a nezévisle uréeny smér a vzdalenost od stiedu.

Nase tlohy jsme se ale pokusili zadat tak, abyste védéli, které parametry jsou
rovnomérné a nezavisle rozlozené.
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