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Pomocny text

PRVOCISLA

Prvocisla maji mezi pfirozenymi ¢isly své vysadni postaveni nejen pro numero-
logy, ale i pro matematiky. NezZ se pustime do zkoumani jejich vlastnosti, ujasnéme
si tfi pojmy:

Definice 1. Necht a, b jsou pfirozend cisla. Rek‘neme, Ze a déli b (a je délitelem b),
pokud existuje piirozené ¢islo ¢ takové, Ze ac =b. Tuto skutecnost zapisujeme a | b.

Definice 2. Prvocislem rozumime takové prirozené cislo, které md prdvée dva rizné
délitele (1 a samo sebe).

Zejména odtud plyne, Ze ¢islo 1 za prvocislo nelze povazovat.

Z definic plyne, Ze kazdé prirozené ¢islo n je bud prvocislo, nebo jej lze napsat
jako soucin dvou &isel riznych od jedné. Kazdé z téchto ¢isel je bud prvodislo, nebo
jej 1ze opét rozepsat jako soucin, a tak déle. ProtoZze tim rozepisovanim dostavame n
jako soucin ¢im dal mensich ¢isel, nemtiize toto rozepisovani trvat nekoneéné dlouho.
Nakonec dostaneme n jako soucin prvocisel. Zdkladni véta aritmetiky ika, Zze ta-
kovy souéin existuje jednozna¢né. Abychom to dokézali, budeme potiebovat pojem
nejveétsi spoleény délitel a jednu pomocnou vétu.

Definice 3. Necht a, b, d jsou pFirozend cisla takovd, Ze d | a, d | b a pro kaZdé cislo
¢ splitugici ¢ | a a c | b plati d | c. Pak ¢islo d nazveme nejvétsim spolecnym délitelem
¢isel a, b, piseme d = (a,b).

Véta 1. Necht a, b, ¢ jsou piirozend ¢isla takovd, Ze a | bc a navic (a,b) = 1. Pak
alec.

Tuto vétu nyni pouzijme k dikazu jednoznac¢nosti rozkladu. Predpoklddejme, Ze

pro riznad prvoéisla pi,pa,...,p, plati p{'ps?---pSr = p{1p£2 - -pr" a pritom pro
né&jaké prvocislo jsou exponenty na levé a pravé strané rizné, BUNO! e; > fi. Po

vydéleni pi' dostavame p?*flp? coepir = pyt - -pr”. Z¥ejmé p1 déli levou stranu,

musi délit i pravou. Protoze je nesoudélné s kazdym p;, kde j > 1, dostdvame dle
zékladni véty aritmetiky, Ze musi délit p£2_1 e pﬁ”. Opakovanou aplikaci této véty
muzeme soudin, ktery mé p; délit, stile zmenSovat, az dostaneme p; | 1, coz je spor.
Neni tézké dokézat, Ze ze zakladni véty aritmetiky plyne zminénd pomocna véta,
proto jsou obé tvrzeni zaménitelné.

Jednoznaé¢nosti rozkladu na soucin se vyuziva v mnoha tlohach.

'Bez Ujmy Na Obecnosti
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Uloha 1. Najdéte viechny dvojice prvocisel p, q takovjch, Ze p> — 2¢® = 1.

Reseni 1. Zde je nejjednodussi rovnici prepsat jako 2¢2 = p* — 1, coz dd po upravé
2¢> = (p— 1)(p + 1). Z jednoznacnosti rozkladu na soucin vime, Ze levou stranu lze
zapsat jako soucin dvou cisel pouze tiemi zpusoby: 1 -2¢%, 2 - ¢, q - 2q. Pruni by
znamenal p—1 =1, p+1 = 2¢?, tedy p = 2, coZ vede na necelociselné q. Druhy ddvd
p—1=2¢>=p+1, tedy p=3 a q=2. Posledni vede nap—1=¢q, p+1 = 2q,
vysledek stejny jako predchozi. Jedind mozZnost je p = 3, q = 2.

Asi nejslavngjsi ditkaz tykajici se prvocisel je Eukleidiv dukaz, Ze jich je neko-
necné mnoho. Predpoklddal pro spor, Ze je prvocisel konetné mnoho. Pak uvazil
jejich soucin zvétseny o jednicku. Ten nemohl ve svém rozkladu na soucin prvocisel
obsahovat zadné z existujicich prvocisel (pak by se dva nasobky toho prvoéisla lisily
o 1, coz nelze). Musi tedy obsahovat né&jaké jiné prvocislo, a to je spor s tim, Ze
pavodni soudin byl vytvofen ze vSech. Analogicky se da dokéazat, Ze prvocisel tvaru
4k + 3 je nekonecné mnoho. Pfedpokladame, Ze jich je kone¢né mnoho, vSechny vy-
nasobime mezi sebou a k vysledku pri¢teme 2 nebo 4 tak, aby soucet daval zbytek
3 po déleni ¢tyfmi. Snadno nahlédneme, Ze soufet nemize byt souCinem prvocisel
tvaru 4k + 1, musi byt proto délitelny néjakym prvocéislem tvaru 4k + 3, které nebylo
mezi puvodnimi, coZ je opét spor. Toto tvrzeni se d& zobecnit.

Véta 2 (Dirichletova). Pokud jsou a, b nesoudélnd ¢isla, je prvocisel tvaru ak + b
nekonecné mnoho.

Dtikaz je vSak nesrovnatelné t&Zsi, nez ve vySe uvedeném specidlnim pripadé.

Vime sice, ze je prvocisel v této posloupnosti nekoneéné mnoho, ale neznédme
zadny algoritmus, jak je rychle hledat. Pfesto mame urcité nutné a dostateéné pod-
minky, aby ¢islo bylo prvocislem.

Véta 3 (Wilsonova). Cislo p je proocislo prave tehdy, kdyz p | ((p — 1)! +1).

Véta 4 (Mala? Fermatova). Pokud je ¢islo p prvocislo, pak pro vsechna a nesoudélnd
sp platip | P~ — 1.

Druhé z vét se pii hledani prvocisel pouziva — vyzkouSenim nékolika malych a
lze prvodiselnost s jistotou vyvratit, nebo s velkou pravdépodobnosti potvrdit. Jsou
znamy i algoritmy, které o &isle p efektivné 3) zjisti, jestli jde o prvoéislo, ale i ty
jsou dost pomalé.

Tvrzeni tvaru p | u — v, kde u, v jsou néjakd &isla nebo vyrazy, se nazyvaji
kongruence. V feSeni uloh o prvoéislech (a z teorie ¢isel obecné) se daji ¢asto vyuzZit.
O kongruencich jsme psali v lofiském povidani ke tfeti sérii, proto tentokrat odkazeme
Ctenafe na nas webovy archiv.

2Existuje i Velka Fermatova véta, ktera fika, ze pro zadné n > 2 neexistuje trojice pfirozenych
¢isel z, y, z splijici " + y™ = 2". Zatimco dikaz Malé Fermatovy véty je na par fadkd, dikaz té
velké ma vice nez 100 stran.

3Pocet kroku algoritmu je pro n&jaka k a ! mensi nez kn® In' n, kde n je délka &isla.
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