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Pomocny text

HRATKY
KoumMy A NOUMY

Jak néazev série napovida, budeme se dnes bavit o hrach a vité€znych strategiich.
Her, které lze matematicky popsat, existuje nepfeberné mnozstvi. My se budeme
zabyvat pouze hrami, které kon¢i bud vyhrou, nebo pohrou jednoho z hra¢u (vyne-
chame hry, v nichz zalezi na tom, kolik Zetoni ¢i bodi kdo ziskd) a zadny z hraca
pred druhym nemé Zadné tajemstvi. Témto hram se pomérné podrobné vénoval Bre.
Michal Bulant ! na pfednasce v Pastvinach. Kdo na soustfedéni nebyl, miiZe si pro-
hlédnout alespon prezentaci na adrese http://bart.math.muni.cz/“brkos/files/
download/prednaska.pdf.

Tyto hry maji tu vyhodu, Ze v nich existuje bud vitézna strategie pro prvniho,
nebo viténé strategle pro druhého hrace. V tomto povidani proti sobé budou hrat
Nouma s Koumou a Nouma vzdy zaciné.

Zrcadlo

V nékterych hrach je nejjednodussi vyhravajici strategii pro nékterého hrace délat
tahy soumérné s tahy soupefe. Slovo ,soumérné je pomérné vagni, jeho vyznam zavisi
na konkrétni hie. Ukazme to na dvou prikladech.

Uloha 1. Nouma a Kouma sedi u obdélnikového stolu a kaZdy md dostatecné vel-
kou zdsobu pétikorun. Hrdci stridaveé pokladaji mince na stil tak, aby se Zddné dvé
neprekrijvaly. Ten, kdo nemiZe umistit dalsi minct, prohrdl.

ReSeni 1. Vitézna strategie v této hie je pro prvniho hrace. Reknéme, 7e Nouma
za¢ina. Nouma umisti prvni minci presné doprostied stolu. V kazdém dalsim tahu
zobrazi posledni zahranou minci Koumy ve stfedové soumérnosti podle stfedu stolu
a na toto misto poloz svou. Pro¢ toto mize udélat? Po kazdém Noumové tahu je
rozlozeni minci na stole soumérné, proto pokud muze Kouma na néjaké misto polozit
minci, mize Nouma poloZit minci na misto sdruzené. A protoze mize Nouma reago-
vat na kazdy tah Koumy, tak Kouma prohraje. Kdyby ale hrali na stole, ktery ma
uprostied kruhovou diru, mél by vyhravajici strategii Kouma: vzdy by hral stfedové
soumérné s tim, co hral Nouma.

! Titul Brkosi docent, zkracuje se Brc., je Eestny titul udélovany zvla§té vyjimeénym osobnostem,
jez se podileji (nebo v minulosti podilely) na rozvoji tohoto seminéfe.
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Uloha 2. Dalst jednoduchd hra, v ni se dd uplatnit zrcadlo je treba tato:

Hrdci stiidavé dopliiuji hodnoty koeficienti ag, a1, . .., as do polynomu asx® + asx* +
a3z +asx® + a1z +ag. Nouma vyhraje, pokud jednicka nebude jeho koienem, Kouma
v opacném pripadé. Kdo md vitéznou strategii?

Regeni 2. Vitézna strategie existuje pro Koumu. Je takova, ze kdyz Nouma dosadi
za a; néjakou hodnotu h, Kouma dosadi za as_; hodnotu (—h). Vysledny polynom je
pak vzdy tvaru az® + bzt 4 ca® — ca? —br —a. Ze je 1 skutecné jeho kofenem, ovérime
dosazenim. Symetrie, ktera se zde zachovava, spoc¢ivad v tom, Ze po kazdém tahu
Koumy jsou jiz dosazené koeficienty na pozicich, které jsou sdruznené ve ,stredové
soumérnosti.

Vitézné a prohravajici pozice

Ve hrach, kde se oba hraci snazi o totéz a mohou délat stejné tahy, mé smysl
definovat vitézné a pohravajici pozice (nebo téz ,stavy*). Ve vitézné pozici pii vhodné
strategii vyhrava ten, kdo je na tahu, nezavisle na strategii protihrace. V prohréavajici
pozici hra¢ na tahu zZadnou takovou strategii nema. Abychom byli schopni uréit, pro
kterého hrace existuje vitézna strategie, je potieba zjistit, jestli je vychozi pozice
prohravajici nebo vyhréavajici. Za¢neme od pozic, které jsou pravidly definované jako
prohravajici, a ty ozna¢ime pismenem P. VSechny pozice, z nichz se do P pozic da
dostat, jsou vyhravajici, oznac¢ime je pismenem N. Z neoznacenych pozic vybereme
ty, z nichz se da dostat pouze do N-stavi. Ty oznac¢ime P. Pak vSechny pozice, z nichZ
se da alespon jednou cestou dostat do P, oznac¢ime N. Protoze predpokladame, ze
jeden z hraca vzdy vyhraje, musi tento algoritmus v koneéném case oznacit vSechny
pozice. Strategie pak spoc¢iva v tom, Ze jeji vlastnik ve svém tahu vzdy zméni pozici
z vyhravajici na prohravajici.

Uloha 3. Nouma a Kouma maji pred sebou 50 sirek a stridave je odebirajyi. Pocet
sirek, které v jednom tahu odeberou, musi byjt mocnina dvojky (tedy i 1 = 2°). Kdo
nemiize odebrat dalsi sirku, prohrdl.

Reseni 3. Stav, kdy na stole neni zZadné sirka, je prohravajici, ozna¢ime ho proto
P. Ze stavi, kdy je na stole 1,2,4,8,16 nebo 32 sirek se do néj umime dostat, tyto
stavy ozna¢me N. Pokud jsou na stole tii sirky, 1ze odebrat jednu nebo dvé, v obou
pripadech se dostaneme do N-stavu. Pozici se tfemi sirkami proto ozna¢me P. KdyZ
od péti sirek odebereme dvé, dostaneme se do P-stavu, stav s péti sirkami je V. Takto
miuzeme pokracovat dal — vzit nejmensi neoznaceny stav, zjistit, jestli z néj vede cesta
do P stavu a podle toho jej oznacit. V kone¢ném case se dobereme vysledku.

Misto toho si ale muzeme vSimnout, ze P stavy jsou presné ty, v nichZ je pocet
sirek n délitelny tfemi. Toto tvrzeni pak snadno dokazeme indukci: pro n mensi nez
6 jsme to pravé ovérili. Predpokladejme, Ze to plati pro n = k, a dokazme to pro
n =k + 1. Pokud k + 1 dava zbytek 1 nebo 2 po déleni tfemi, odebranim jedné nebo
dvou sirek nam jich zbude nasobek trojky, coz je podle indukéniho predpokladu P-
stav. Oznacit stav s k+ 1 sirkami jako IV bylo proto korektni. Pokud je k+1 délitelné
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tfemi, musime odebrat néjaky nasobek trojky, abychom se dostali do néjakého P-
stavu. To ale neni nikdy mocnina dvou, do zadného P-stavu se proto nelze dostat.
Oznacit stav jako P bylo proto korektni. ProtoZze 50 neni nasobek trojky, je pocatec¢ni
stav N, vitéznou strategii ma Nouma. Sta¢f mu vzdy hréat tak, aby pocet zbylych
sirek byl délitelny tfemi.

Kradeni strategii

Pokud chceme rychle rozhodnout, ktery z hrac¢i maéa vitéznou strategii, lze u
nékterych her pouzit argument kradeni strategii. Demonstrujme to na hie Hex.

Hraci pole je tvoreno Géasti Sestitthelnikové sité, kterd ma tvar koso¢tverce. Hraci
stiidavé pokladaji do pole kameny své barvy. Nouma a Kouma sedi u dvou sousednich
stran kosocCtverce. Oba se snaz{ svymi kameny pokryt souvislou oblast, které spojuje
stranu, u niz sedi, se stranou protéjsi. Jediny zptisob, jak soupefi zamezit ve vyhte,
je takovou oblast pokryt. Vzdy proto vyhraje pravé jeden z nich.

Pro spor predpokléadejme, Ze ma Kouma vitéznou strategii. Pak ale mize Nouma
zahrét sviij prvni tah jakkoli a na nasledujici tahy Koumy reagovat tak, jak by Kouma
reagoval na stejné tahy Noumy pIi své strategii (ignoruje pritom kdmen, ktery umistil
v prvnim tahu). Jediny problém by mohl nastat, kdyby Koumova strategie nutila
Noumu polozit kdimen na misto, kde lez{ onen prebytecny kimen. V takovém piipadé
miize zahrat na libovolné volné pole, diive opomijeny kdmen zacit brat v potaz a
nové polozeny zacit ignorovat.

Analogicky se dokéze, ze pokud existuje vitézné strategie na piskvorky, pak je
pro prviho hrace. Na hry jako jsou Sachy ale nelze argument uplatnit, protoZze v nich
tah navic nemusi byt vyhodou.
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