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| Pojem grafu

Graf je abstrakini pojem matematiky a informatiky uziteCny pro
modelovani realnych objektl ¢&i situaci. (Pozor, nepletme si graf
s grafem funkce!)

Intuitivné se graf sklada z:
@ vrchold (uzld) - znazornuji se jako ,body*,
@ hran spojujicich vrcholy.

Co Ize reprezentovat grafem:
@ pocitacoveé site,
@ mapu meést a silniéniho spojeni,

@ atomy v molekule a jejich vazby,
@ vodovodni sité, %
Q...
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Formalni defince

Definice grafu

Graf je usporadana dvojice G = (V, E), kde
o Vje mnozina vicholu a

@ E je mnozina hran —mnozina vybranych dvouprvkovych
podmnozin mnoziny vrcholu.

Hranu mezi vrcholy u a v piSeme jako {u, v}, nebo zkracené uv.
Vrcholy spojené hranou jsou sousedni. Na mnozinu vrchold znamého
grafu G odkazujeme jako na V( (), na mnozinu hran £(G).
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@ Vyc¢tem vrcholl a vy¢tem hran:

V={1,23,4}, E={{1,2},{1,3},{1,4},{3,4}}

&
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@ Vyc¢tem vrcholl a vy¢tem hran:

V={1,23,4}, E={{1,2},{1,3},{1,4},{3,4}}

@ Obrazkem
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Orientovany graf

V nékterych pripadech (napriklad u toku v sitich) je potfeba u kazdé
hrany vyjadfit jeji smér. Hrany i grafy se pak nazyvaji orientované.

Formalni definice

Graf, jehoz hrany jsou usporadané dvojice vrcholl, se nazyva
orientovany.

O hrané (u, v) fikame, Ze vychazi z vrcholu u a vstupuje do v. Graficky
se orientace hrany znaci Sipkou ve sméru, kterym hrana vede.

1 oa
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| Multigraf

Definice grafu povoluje nejvysSe 1 hranu mezi kazdou dvojici vrcholl a
pozaduje, aby hrana spojovala riizné vrcholy. Tato omezeni odstranuje
multigraf:

Formalni definice

Multigraf je graf, jenz nahrazuje mnozinu hran multimnozinou (smi
obsahovat nasobné prvky) a umoznuje existenci =imycek - hran
spojujicich vrchol sam ze sebou.
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| Ohodnoceni grafu

Vrchollm a hranam je mozné pfiradit napt. ¢islo &i barvu.

Prifazeni prvk( kone¢né mnoziny vrcholiim ¢i hranam grafu nazyvame
jejich ohodnocenim.

a

192.168.1.101

192.168.1.1

192.168.1.103
192.168.1.102
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Stupen vrcholu

Stupném vrcholu u v neorientovaném grafu G nazyvame pocet hran
incidentnich k vrcholu a znacime jej o/~ ( /).

d C
dg(a) = dg(c) =1
dg(b) =2
d dg(d) = 0

b @

@ Nejvyssi stupen v grafu G znacime A(G) a nejnizsi 6(G).
@ Soucet stupnut v grafu je vzdy sudy, roven dvojnasobku
poCtu hran.
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Sestrojitelnost grafu

Véta
Necht di < db < ... < d, je posloupnost pfirozenych &isel. Pak
existuje graf s n vrcholy stupnu

d17d27~~;dn

pravée tehdy, kdyz existuje graf s n — 1 vrcholy stupna

d1,d27~--adn—d,,—17dn—dn_17~--7dn—2_1adn—1 = 1.

Komentar: Ze sefazené posloupnosti odebereme posledni (nejvétsi)
stupen d,, a od tolika d, bezprostfedné predchozich stupnl odecteme

jednicky. Zbylé stupné na zac¢atku posloupnosti se nezmeéni. %
Pfi opétovné aplikaci posloupnost znovu seradit! =
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~ Sestrojitelnost graf

Méjme graf se stupni vrchola (1,1,1,2,3,4)

Dle ptredchozi véty upravime posloupnost na (1,0,0, 1, 2),
usporadame ji (0,0,1,1,2) a pak znovu v§e zopakujeme. Dostavame
posloupnost (0,0, 0, 0) a takovy graf uz jednoznacné existuje.

&
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Sestrojitelnost grafu na zakladé stupiti = prkiad

Méjme graf se stupni vrchola (1,1,1,2,3,4)

Dle ptredchozi véty upravime posloupnost na (1,0,0, 1, 2),
usporadame ji (0,0,1,1,2) a pak znovu v§e zopakujeme. Dostavame
posloupnost (0,0, 0, 0) a takovy graf uz jednoznacné existuje.

Méjme graf se stupni vrchola (1,1,1,1,2,3,4,6,7)

Tuto posloupnost upravime na (1,0,0,0, 1,2, 3,5) a uspofddame ji
(0,0,0,1,1,2,3,5), pak znovu upravime na (0,0, —1,0,0,1,2).
Ziskavame situaci, kdy stupné v grafu jsou zaporné, ale to
pochopitelné nelze. Proto takovy graf neexistuje.
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Stupen vrcholu v or

V pripadé orientovaného grafu rozliSujeme vstupni a vystupni stupen.

Vstupnim (vystupnim) stupném vrcholu u orientovaného grafu
nazyvame pocet hran vstupujicich do, resp. vychazejicich z, vrcholu u
a znacime jej dg(u), resp. dg (u).

C
vrchol dg dg"

A A
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| Seledy v grafu

Sledem v (neorientovaném) grafu nazyvame posloupnost vrcholl a
hran

Vo, €1, V1,...,€n, Vn,

kde kazda hrana e; spojuje vrcholy v;_4, v;, resp. vede z v;_4 do v;.

o Sled v grafu je tedy ,trasou, na které se mohou vrcholy i hrany
opakovat.

@ Samostatny vrchol je také sledem.

o Délku sledu méfime poctem hran v této posloupnosti. %
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Cesty v graf
Cesta v grafu je sled bez opakovani vrcholu. I

Jak je to s opakovanim hran?

&
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Cesty v grafu
Cesta v grafu je sled bez opakovani vrcholu. I

Jak je to s opakovanim hran?

b,e3,c,eq4,d, e0,b je sledem,
ale ne cestou — b se opakuje

a, e, b, e, d, es, e je sledem i
cestou

&
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| Souvislost grafu

Neorientovany graf se nazyva souvisly, pokud mezi kazdymi dvéma
jeho vrcholy vede cesta.

@ Nahradime-li vSechny hrany orientovaného grafu G
neorientovanymi a ziskame-li tak souvisly graf, G je
slabé souvisly.

@ Orientovany graf je silne souvisly, pokud mezi kazdymi
dvéma jeho vrcholy vedou cesty v obou smérech.

Pt g g

Nesouvisly Slabé souvisly Silné souvisly
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Isomorfismus grafa

Grafy, které se lisi napf. nakreslenim, oznac¢enim vrcholl a hran,
ohodnocenim, se nemusi liSit svou strukturou — mohou byt isomorini.

Formalni definice

Isomorfismus mezi grafy G, H je bijektivni zobrazeni vrcholl, které
zachovava hrany — tj. pokud vede v grafu G hrana mezi vrcholy u, v,
pak v grafu H vede hrana mezi vrcholy f(u), f(v). Pokud mezi grafy
G, H existuje isomorfismus, nazyvaji se isomorfni.
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Isomorfismu

@ Co museji isomorfni grafy splfovat?

&
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Isomorfismu

@ Co museji isomorfni grafy splnovat?
o Mit stejny pocet vrchold.

&
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Isomorfismus

@ Co museji isomorfni grafy splnovat?

o Mit stejny pocet vrchold.
o Mit stejny pocCet hran.

&
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Isomorfismus

@ Co museji isomorfni grafy splnovat?
o Mit stejny pocet vrchol(.
o Mit stejny pocCet hran.
o Mit stejné stupné vrchold.

&

Pita (Orlicky 2010) 23.2. —27.2.2010 16 /66



Isomorfismus g

@ Co museji isomorfni grafy splnovat?
o Mit stejny pocet vrchol(.
o Mit stejny pocCet hran.
o Mit stejné stupné vrchold.

@ Dulkaz, Ze grafy isomorfni nejsou, se provadi pomoci téchto
(a dalsich!) invariant(. Jsou-li tyto invarianty shodné, je nutno
vyloucit vSechny mozné isomorfismy.

&

Pita (Orlicky 2010) 23.2. —27.2.2010 16 /66



Isomorfismus grafa

@ Co museji isomorfni grafy splnovat?
o Mit stejny pocet vrchol(.
o Mit stejny pocCet hran.
o Mit stejné stupné vrchold.

o Ddkaz, Ze grafy isomorfni nejsou, se provadi pomoci téchto
(a dalsich!) invariant(. Jsou-li tyto invarianty shodné, je nutno
vyloucit vSechny mozné isomorfismy.

@ Dukaz isomorfie dvou grafli vyZzaduje pfimo nalezeni konkrétniho

isomorfismu mezi témito grafy.
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somorfismus grafi — prikiad 111

Jsou nasledujici dva grafy isomorfni?

7 <%

Nejprve se podivame, zda maji stejny pocet vrcholl a hran — maji. Pak se
podivame na stupné vrcholl a zjistime, Ze oba maiji stejnou posloupnost
stupnd 2,2, 2,2, 3, 3. Mohou tedy byt (ale nemuseji!) isomorfni. Déle je tedy
tfreba zkouset vSechny moznosti zobrazeni isomorfismu z levého grafu do
pravého. Oba vrcholy stupné tfi jsou si symetrické, mizeme tedy fict, ze
nejlevejsi vrchol prvniho grafu se zobrazi na nejlevéjsi vrchol v druhém
grafu. Druhy vrchol stupné tfi se musi zobrazit na analogicky vrchol
druhého grafu (pravy spodni). Pak je jiz patrné, ze dalsi sousedé
se zobrazi na analogické sousedy.
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Isomorfismus graft — pfri

Jsou nasledujici dva grafy isomorfni?

Jako v predchozim ptikladé si ovéfime, ze oba grafy maji stejny pocet
vrcholl a hran i stejnou posloupnost stupfa 2,2,2, 2, 3, 3. VSimnéme si vSak,

Ze v druhém grafu oba vrcholy stupné tfi maji svého spole¢ného souseda,
tvofi s nim trojuhelnik. V prvnim grafu tomu tak neni, prvni graf dokonce

nema zadny trojuhelnik. Proto zadané dva grafy nejsou isomorfni. %

=
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| Podgraf

Graf H je podgratem grafu G, pokud plati nasledujici podminky:
@ Vrcholy grafu H tvofi podmnozinu vrcholl grafu G.
@ Hrany grafu H tvofi podmnozinu hran grafu G.
@ Hrany grafu H maji oba vrcholy v H.

Graf G je poté nadgrafem grafu H.

a C a C

Vyznacené vrcholy a hrany v levém grafu tvofi podgraf,
v pravém grafu nikoliv.
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| Indukovany podgr

Podgraf H se nazyva indukovany, pokud obsahuje vSechny hrany,
které mezi jeho vrcholy vedou v nadfazeném grafu G.

Samostatné vrcholy libovolného grafu tvofi jeho podgraf.

a C a C

Vyznacené vrcholy a hrany v levém grafu tvofi indukovany
podgraf, v pravém grafu pouze obecny podgraf. %
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Implementace grafu

Meéjme jednoduchy graf G na n vrcholech a znacme vrcholy jednoduse
Cisly V(G) ={0,1,...,n— 1}. Jak efektivné ulozit graf napf. v paméti
pocitace?

°

Matice M o rozmérech n x n pro n vrcholl grafu

Mj = 1 pokud hrana (/, ) patfi do grafu

Mj = 0 jinak

Pro neorientovany graf je M symetricka, pro orientovay nemusi

© ©6 06 o

o Pro kazdy vrchol existuje samostatny seznam soused(, s nimiz
je tento spojen hranou

o Implementace pomoci dvou jednorozmérnych poli

o V prvnim jsou ulozeny vSechny seznamy za sebou, sefazené
podle ¢&isla vrcholu /,

o Druhé uchovava indexy, na kterych zacinaji v prvnim 3
seznamu sousedé kazdého vrcholu =

=
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Implementace gr
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~ Implementace graf

Matice sousednosti
a b ¢ d e

O O Q0w
O O O O
oON DN OO
P O oN
O P O N O
P O R O O
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Implementace grafu

Matice sousednosti

a a b c d e
a 0 0 1 0 O
e b 0 0 2 2 0
c 1 2 0 0 1
b d d 0 2 0 1 0
e 0 0O 1 0 1
Seznam soused
Pole indextl do seznamu soused:
a b c¢ d e
1 2 6 10 13
Seznam soused:
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 Z
c ¢ ¢ d d a b b b b d © e
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Bodované
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~ Bodované ulohy

@ Je nasleduijici graf souvisly? Pokud ano, je souvisly slabé Ci silné?
Své tvrzeni zdGvodnéte.

&
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~ Bodované ulohy

@ Je nasleduijici graf souvisly? Pokud ano, je souvisly slabé Ci silné?
Své tvrzeni zdGvodnéte.

o Existuje graf s posloupnosti stupndi 1,1,3,3,3,4,4,4,6,6,6,77?

Své tvrzeni dokazte.
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| Bodované ulohy

@ Je nasleduijici graf souvisly? Pokud ano, je souvisly slabé Ci silné?
Své tvrzeni zdGvodnéte.

o Existuje graf s posloupnosti stupndi 1,1,3,3,3,4,4,4,6,6,6,77?
Své tvrzeni dokazte.
o Nakreslete vSechny neisomorfni (jednoduché) grafy na trech

vrcholech. % ’
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| Bodované ulohy

@ Najdéte vSechny isomorfni dvojice grafli v nasledujicich obrazcich
tfi 10-vrcholovych grafu.

& X

&
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| Bodované ulohy Il

o Najdéte vSechny isomorfni dvojice grafli v nasledujicich obrazcich
tfi 10-vrcholovych grafd.

& X

A B C

@ Mohou dva grafy, orientovany a neorientovany, mit stejné matice
sousednosti a zaroven stejné pocty hran? Pokud ano, jak takové

grafy vypadaji? %
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| Kruznice a cyklus

KruZnice (uzaviena cesta) v grafu je netrivialni neorientovana cesta,
jez zacina i konci ve stejném vrcholu. Cyklus je orientovana (z
orientovanych hran slozend) kruznice respektujici orientaci téchto
hran.

o Cyklus je tedy vzdy kruznici, ale kazda kruznice nemusi byt vzdy
cyklem.

@ Zakaz opakovani vrcholu znemoznuje vyuzit nasobnych hran
multigrafu s vyjimkou kruznice na 2 vrcholech.

@ Samostatny vrchol, ktery je cestou, za cyklus nepovazujeme.

o Graf, ktery obsahuje cyklus, se nazyva cyklicky. Pokud graf
cyklus neobsahuje, nazyvame jej acyklicky. E
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| Cyklické hrany

Pokud je hrana v grafu soucasti néjakého cyklu, nazyva se cyklicka.

@ Odstranime-li ze souvislého grafu G hranu e, pak vznikly graf G’
bude souvisly prave tehdy, kdyz e je cyklicka.

@ Na obrazku dole jsou cyklické hrany vyznaceny zelené. Ostatni,
které by zpUsobily rozpad grafu jsou vyznaceny Cervené.

. &
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L es je graf, ktery neobsahuje kruznice. Sirom je graf, ktery neobsahuje
kruznice a je souvisly.

@ Strom je tedy souvisly les.
@ Na obrazku je jednoduchy priklad stromu.

&
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Vlastnosti st

@ Kazdy strom s alespon 1 hranou obsahuje nejméné 2 vrcholy
stupné 1.

&
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Vlastnosti str

o Kazdy strom s alespon 1 hranou obsahuje nejméné 2 vrcholy
stupné 1.

@ Strom s n vrcholy obsahuje prave n — 1 hran.

&
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Vlastnosti stro

o Kazdy strom s alespon 1 hranou obsahuje nejméné 2 vrcholy
stupné 1.
@ Strom s n vrcholy obsahuje prave n — 1 hran.

@ Predchozi vétu Ize aplikovat také na lesy. Plati, Ze les o n
vrcholech a k komponentach ma n — k hran.

&
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Vlastnosti stromu

o Kazdy strom s alespon 1 hranou obsahuje nejméné 2 vrcholy
stupné 1.

@ Strom s n vrcholy obsahuje prave n — 1 hran.

@ Predchozi vétu Ize aplikovat také na lesy. Plati, ze les o0 n
vrcholech a k komponentach ma n — k hran.

@ Mezi kazdymi 2 vrcholy ve stromu vede pravé jedna cesta.

(Jelikoz strom nemuze obsahovat kruznici.)
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Vlastnosti stromu

o Kazdy strom s alespon 1 hranou obsahuje nejméné 2 vrcholy
stupné 1.

@ Strom s n vrcholy obsahuje prave n — 1 hran.

@ Predchozi vétu Ize aplikovat také na lesy. Plati, ze les o0 n
vrcholech a k komponentach ma n — k hran.

@ Mezi kazdymi 2 vrcholy ve stromu vede prave jedna cesta.
(Jelikoz strom nemuze obsahovat kruznici.)

@ Pridanim libovolné hrany do stromu vznikne prave jedna kruznice.

&
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Korenovy strom

Strom, jehoz hrany jsou orientované, se nazyva také orientovany.

Orientovany strom, jenz ma uréen vyznacny vrchol (<oren) r, a v némz
existuje orientovana cesta z r do vSech ostatnich vrcholl, se nazyva
kofenovy strom.

@ P¥i kresleni kofenovych grafu se vynechavaji Sipky definujici
orientaci hran, predpoklada se, ze sméfuji od korene.
@ Vzhledem k absenci cyklU je interpretace jednoznacna.
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Vlastnosti koren

@ Koren (jako jediny z vrchol) ma vstupni stupen 0 a vSechny
ostatni vrcholy 1.
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Vlastnosti koreno

@ Koren (jako jediny z vrchol) ma vstupni stupen 0 a vSechny
ostatni vrcholy 1.

@ Vzdalenost (pocet hran na cesté) vrcholu od kofene stromu se
nazyva hloubka ¢i uroven vrcholu.
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Vlastnosti kofenov

@ Koren (jako jediny z vrchol) ma vstupni stupen 0 a vSechny
ostatni vrcholy 1.

@ Vzdalenost (pocet hran na cesté) vrcholu od kofene stromu se
nazyva hloubka ¢i troven vrcholu.

@ Hiloubka kofene je rovna 0.
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Vlastnosti korenovy

@ Koren (jako jediny z vrchol) ma vstupni stupen 0 a vSechny
ostatni vrcholy 1.

@ Vzdalenost (pocet hran na cesté) vrcholu od kofene stromu se
nazyva hloubka ¢i troven vrcholu.

o Hloubka kofene je rovna 0.
@ Je zvykem kreslit vrcholy jedné Urovné ve stejné vysce.

z £
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Vlastnosti kofenovy

@ Koren (jako jediny z vrchol) ma vstupni stupen 0 a vSechny
ostatni vrcholy 1.

@ Vzdalenost (pocet hran na cesté) vrcholu od kofene stromu se
nazyva hloubka ¢i troven vrcholu.

o Hloubka kofene je rovna 0.
o Je zvykem kreslit vrcholy jedné Urovné ve stejné vysce.

@ V/yskou korenoveho stromu oznaCujeme nejvyssi z hloubek v§ech
jeho vrchold.

z £
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Vlastnosti kore

@ Vede-li v kofenovém stromu hrana z vrcholu u do v, nazyva se u
rodicem (otcem) v a v potomkem (synem).
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Vlastnosti koren

@ Vede-li v kofenovém stromu hrana z vrcholu u do v, nazyva se u
rodicem (otcem) v a v potomkem (synem).

@ Vrcholy majici spolecného rodiCe nazyvame sourozenci.
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Vlastnosti koreno

@ Vede-li v kofenovém stromu hrana z vrcholu u do v, nazyva se u
rodicem (otcem) v a v potomkem (synem).

@ Vrcholy majici spolecného rodiCe nazyvame sourozenci.
@ Vrchol, jenz nema zadné potomky, nazyvame list stromu.
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Vlastnosti korenov

@ Vede-li v kofenovém stromu hrana z vrcholu u do v, nazyva se u
rodicem (otcem) v a v potomkem (synem).

@ Vrcholy majici spolecného rodiCe nazyvame sourozenci.
@ Vrchol, jenz nema zadné potomky, nazyvame !ist stromu.
@ Vrcholy, které nejsou listy, oznacujeme jako vnitini.
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Isomorfismus koreno

Kofenové stromy povazujeme za isomorfni, pokud mezi nimi existuje
isomorfismus, ktery zobrazi kofen stromu na koren.

Dvojice grafu vlevo jsou isomorfni kofenové stromy. Dva pravé grafy
jsou isomorfni stromy, ale ne isomorfni kofenové stromy (neexistuje
isomorfismus zobrazujici kofen na koren).

A A &
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n-arni, uplné strom

Kofenovy strom, jehoz kazdy vrchol ma nejvySe n potomku, se nazyva
n-arni. Ma-li navic n-arni strom prave n potomkud u kazdého vnitfniho
vrcholu a v§echny listy stejné hloubky, nazyva se Uplny n-arni strom.

Na obrazku je levy strom 3-arni (ternarni), pravy je Uplny ternarni.

Ay,
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Usporadané stro

V nékterych pfipadech muze byt vyhodné potomky kazdého vrcholu
jednoznacné pojmenovat a seradit:

Usporadany strom je korenovy strom s danym poradim potomku
kazdého vrcholu.

o Usporadany kofenovy strom se nékdy také nazyva pestovany
strom.

o P¥i kresleni usporadaného grafu se dané poradi vrcholl dodrzuje
ve smeru zleva doprava.
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Kédovani usporad

Kéd usporadaného kofenového stromu se spocita rekurzivné z kodu
vSech podstromu korfene, sefazenych v daném poradi a uzavrenych
do paru zavorek.

Misto znaku ( a ) Ize pouzit i jiné symboly, treba 0 a 1. %
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Binarni stromy

Nejpouzivanéjsi n-arni stromy

Usporadany 2-arni strom se nazyva binarni. Potomci kazdého vrcholu
jsou oznacovani jako levy a pravy.

o Kazdy kofenovy strom Ize prevést na binarni.

o Uplny binarni strom vysky h ma pravé 2+ — 1 vrcholu.

@ Binarni stromy Ize velmi efektivné reprezentovat polem rodicu, v
némz je pro kazdy vrchol uloZzen pouze nazev jeho rodice.

Pole rodict: 000223
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~ Podstromy binarnic

Indukovany podgraf binarniho stromu G, tvoreny jednim potomkem
vrcholu v a véemi jeho nasledniky, se nazyva podsiromenm vrcholu v a
stromu G.

@ Podstrom binarniho stromu je také binarnim stromem.

@ Podstromy se pro konkrétni vrchol oznacuji jako levy a pravy,
pricemz kofenem takového podstromu je levy (resp.) pravy
potomek daného vrcholu.

@ Pravy a levy podstrom binarniho stromu o vySce h maji vysku
nejvySe h — 1, pricemz nejméné jeden z nich ma vysku prave
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Prichod binarni

Vrcholy stromu jsou navstiveny v poradi:

albl Cldl el f/glhl il j/kll
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Prichod binarni

Vrcholy stromu jsou navstiveny v poradi:

albldlhl ll e/ i’ jl cl f/glk
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Bodované
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Bodované uloh

o Najdete graf se dvémi kruznicemi, z néhoz Ize odebranim jedné
hrany vytvofit strom? Zduvodnéte a pripadné nakreslete.

&
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| Bodované ulohy

o Najdete graf se dvémi kruznicemi, z néhoz Ize odebranim jedné
hrany vytvofit strom? Zduvodnéte a pripadné nakreslete.

@ Kolik vznikne kruznic, pfidame-li ke stromu dvé hrany?
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| Bodované ulohy

o Najdete graf se dvémi kruznicemi, z néhoz Ize odebranim jedné
hrany vytvofit strom? Zduvodnéte a pripadné nakreslete.

@ Kolik vznikne kruznic, pfidame-li ke stromu dvé hrany?

o Nakreslete péstovany strom odpovidajici zavorkovému kodu

((OCO000N00)) -
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Strom v grafu
Stromem v grafu G rozumime podgraf grafu G, ktery je stromem. I

@ Hrany a vrcholy, které do takového stromu patfi, oznaCujeme jako
stromove (v opacném pfipadé nestromove).

@ Hranu, jejiz jeden krajni vrchol je soucasti stromu T v neorient.
grafu, budeme znagit jako okrajovou hranu stromu T.

o Je-li graf orientovany, znacime hranu jako okrajovou pokud je
soucasti stromu T jeji poCatecni vrchol.

o Je-li Ggraf a T strom v G, potom graf vznikly z T pfidanim jeho
libovolné okrajové hrany je také stromem.
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~ Kostra grafu

Kosira grafu G je takovy strom T v grafu G, pro ktery plati
V(T) = V(G).

o Graf muze mit vice nez jednu kostru.

o Kazdy acyklicky podgraf grafu G je obsazen v alespon jedné
kostre grafu G.

o Graf ma kostru pouze tehdy, je-li souvisly.

@ Pokud souvisly neni, uvazujeme kostry jeho komponent
souvislosti. Kostra nesouvislého grafu je tedy lesem, nikoliv

stromem.
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Algoritmy pr

@ Pruchod grafem do Sirky

&
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Algoritmy pru

o Prachod grafem do Sirky
e Vstupem je neorientovany souvisly graf.

&
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~ Algoritmy pric

o Prachod grafem do Sirky

o Vstupem je neorientovany souvisly graf.
o Slouzi k prohledani a navstiveni vSech vrcholl grafu.
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Algoritmy pruch

o Prachod grafem do Sirky
o Vstupem je neorientovany souvisly graf.
o Slouzi k prohledani a navstiveni vSech vrcholl grafu.
e Vrcholy jsou navstévovany v poradi podle vzdalenosti od
pocatecniho vrcholu.
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Algoritmy prucho

o Prachod grafem do Sirky
o Vstupem je neorientovany souvisly graf.
o Slouzi k prohledani a navstiveni vSech vrcholl grafu.
o Vrcholy jsou navstévovany v poradi podle vzdalenosti od
pocateéniho vrcholu.
o Nalezne nejkratsi cestu z poc¢atecniho vrcholu do vSech ostatnich.
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~ Algoritmy prichod

o Prachod grafem do Sirky
o Vstupem je neorientovany souvisly graf.
o Slouzi k prohledani a navstiveni vSech vrcholl grafu.
o Vrcholy jsou navstévovany v poradi podle vzdalenosti od
pocateéniho vrcholu.
o Nalezne nejkratsi cestu z poc¢atecniho vrcholu do vSech ostatnich.
@ P¥i prachodu grafem je budovan strom cest do vSech jeho vrchold.
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~ Algoritmy prachodu

o Prachod grafem do Sirky
o Vstupem je neorientovany souvisly graf.
o Slouzi k prohledani a navstiveni vSech vrcholl grafu.
o Vrcholy jsou navstévovany v poradi podle vzdalenosti od
pocateéniho vrcholu.
o Nalezne nejkratsi cestu z poc¢atecniho vrcholu do vSech ostatnich.
o P¥i priichodu grafem je budovan strom cest do vSech jeho vrchold.

@ Pruchod grafem do hloubky

&

Pita (Orlicky 2010) 23.2. —27.2.2010 43/66



~ Algoritmy prachodu

o Prachod grafem do Sirky
o Vstupem je neorientovany souvisly graf.
o Slouzi k prohledani a navstiveni vSech vrcholl grafu.
o Vrcholy jsou navstévovany v poradi podle vzdalenosti od
pocateéniho vrcholu.
o Nalezne nejkratsi cestu z poc¢atecniho vrcholu do vSech ostatnich.
o P¥i priichodu grafem je budovan strom cest do vSech jeho vrchold.

@ Prachod grafem do hloubky
e Vstupem je rovnéz neorientovany souvisly graf
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Algoritmy pruchodu gra

o Prachod grafem do Sirky

o Vstupem je neorientovany souvisly graf.

o Slouzi k prohledani a navstiveni vSech vrcholl grafu.

o Vrcholy jsou navstévovany v poradi podle vzdalenosti od
pocateéniho vrcholu.

o Nalezne nejkratsi cestu z poc¢atecniho vrcholu do vSech ostatnich.

o P¥i priichodu grafem je budovan strom cest do vSech jeho vrchold.

@ Prachod grafem do hloubky

o Vstupem je rovnéz neorientovany souvisly graf
o Dokud je to mozné, vybere vzdy hranu vedouci dale z vrcholu, do
kterého praveé vstoupil. Poté se vraci stromem ke korenu.

A

=
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Algoritmy pruchodu grafe

o Prachod grafem do Sirky

o Vstupem je neorientovany souvisly graf.

o Slouzi k prohledani a navstiveni vSech vrcholl grafu.

o Vrcholy jsou navstévovany v poradi podle vzdalenosti od
pocateéniho vrcholu.

o Nalezne nejkratsi cestu z poc¢atecniho vrcholu do vSech ostatnich.

o P¥i priichodu grafem je budovan strom cest do vSech jeho vrchold.

@ Prachod grafem do hloubky

o Vstupem je rovnéz neorientovany souvisly graf

o Dokud je to mozné, vybere vzdy hranu vedouci dale z vrcholu, do
kterého praveé vstoupil. Poté se vraci stromem ke korenu.

o | pro tento algoritmus plati, Ze projde vSemi vrcholy a nalezne
do nich nejkratSi cesty.

=
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Prachod grafem
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Prachod grafem
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Minimalni kostra

Necht G je souvisly graf s ohodnocenymi hranami. Kostra grafu G, jejiz
soucet ohodnoceni vSech hran je nejnizsi, se nazyva minimalni kostra
grafu G.

Algoritmy pro hledani minimalni kostry

@ Primuv algoritmus
@ Kruskaluv algoritmus
@ Boravkiv algoritmus ‘
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Primav algoritmu

o Neprohledava systematicky vSechny kostry grafu.

@ Zacina v libovolném vrcholu a buduje strom.

@ Nejvyssi prioritu maji hrany s nejniz§im ohodnocenim.

o Stale existuje jen jedna komponenta minimalni kostry, ktera

postupné roste.
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Primav algoritmu
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Kruskallv algoritm

@ Nepostupuje cestou budovani stromu, naopak vznika les.

o Pridava hrany serazené vzestupné podle jejich ohodnoceni.
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Bodované
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Bodované ulohy

@ Jaky je prichod nasledujiciho grafu do Sitky, zaciname-li ve
vrcholu b a priorita vrchol( na stejné Grovni je dana abecedné?

PN

b

&
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Bodované ulohy

@ Jaky je prichod nasledujiciho grafu do Sitky, zaciname-li ve
vrcholu b a priorita vrchol( na stejné Grovni je dana abecedné?

PN

@ Na graf na obrazku dole aplikujte néktery z probranych algoritmd
hledani minimalni kostry.

=
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| Vzdalenost v grafu

Pro pfipomenuti:
o Délka cesty v neohodnoceném grafu je rovna poctu hran na této
cesteé.
@ Vzdalenost §(u, v) vrchold u, v je délka nejkratSi cesty z u do v.

o Vzdalenost mezi dvéma vrcholy nemusi byt v pfipadé
orientovaného grafu symetricka (viz obrazek).

&
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| Vzdalenost v ohodn

o Délka cesty v ohodnoceném grafu je rovna souctu ohodnoceni
hran na této cesté.

o Vzdalenost vrcholl je opét rovna délce nejkratsi cesty.
@ Vzdalenost v grafech spliuje trojuhelnikovou nerovnost:

Vu,v,w e V(G): dg(u,v)+ dg(v,w) > dg(u, w).
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Algoritmy hledani nejkrat

o Dijkstrav algoritmus

Najde nejkratsi cesty z jednoho vrcholu do vSech ostatnich.
Musi tedy projit vSechny vrcholy.

Lze jej aplikovat na orientovany i neorientovany graf.

VyZaduje nezaporné ohodnoceni hran.

Vyhodnocuje situaci pro konkrétni uzel a pak jej uzavre (nevraci
se k nému).

©

© ©6 06 o

o Bellman-Ford algoritmus
o Zakladni strukturou podobny Dijkstrovu algoritmu.
o Graf smi obsahovat i zaporné ohodnocené hrany.
o Oproti Dijkstrovu algoritmu neuzavira uzly po projduti, ale
nechava je oteviené az do konce (mulze se k nim vratit).

=
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Dijkstrav algoritmu
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Bellman-Ford algo
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Floyd-WarshallGv algoritm

@ Vypocitava nejkratsi vzdalenost mezi vSemi dvojicemi vrchold.

o Graf muze obsahovat zaporné ohodnocené hrany, avsak cykly s
celkovym zapornym ohodnocenim vedou k chybnému feseni.

o Mezi kazdymi dvéma dvojicemi vrchol( postupné vylepsSuje
nejkrats$i znamou vzdalenost.

@ V kazdém kroku algoritmu je definovana mnozina vrcholl, kterymi
je mozno nejkratSi cesty vést.

@ Postupné je do této mnoziny pfidavano po jednom vrcholu.

@ Po kazdém pridani vrcholu jsou aktualizovany cesty mezi vSemi
dvojicemi vrcholu.
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Floyd-WarshallGv algorit

123 45 1 2345
1 0184127 1 018 411 7
218 0? 57 218 022 525
3 47?20 73 3 422 0 7 3
412 57 02 411 5 7 0 2
5 77?3 20 5 725 3 20

1 2 3 45 1 23 45
1 018 412 ? 1 016 411 7
218 022 57 216 012 5 7
3 422 0 7 3 3 412 0 7 3
412 5 7 02 411 57 0 2
5 7 7?2320 5 77 320

1 2 3 45 1 2 3 45
1 018 412 7 014 4 9 7
218 022 57 14 010 5 7
3 422 0 7 3 410 0 5 3
412 5 7 02 9 550 2
5 71?320 77 320
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| Problém barveni g

Je mozné obarvit vrcholy grafu s pouzitim n barev tak, aby zadné dva
sousedni vrcholy nebyly obarveny stejnou barvou?

Dulezité pojmy:
@ Chromatické cislo grafu

o Minimalni poCet barev n nutny k obarveni grafu tak, aby zadné dva
sousedni vrcholy nebyly obarveny stejnou barvou.

@ Stupen uzlu

@ Uroven saturace
o Pocet raznych barev spojenych s uzlem.

&

Pita (Orlicky 2010) 23.2. —27.2.2010 58/ 66



Algoritmus

@ Usporadat uzly v klesajicim poradi podle jejich stupné.

&
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Algoritmus b

@ Usporadat uzly v klesajicim poradi podle jejich stupné.
© Pouzit barvu 1 pro prvni uzel.

&
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Algoritmus bar

@ Usporadat uzly v klesajicim poradi podle jejich stupné.
©Q Pouzit barvu 1 pro prvni uzel.

© Vybrat neobarveny uzel s maximalni Grovni saturace.
V pfipadé rovnosti vybrat uzel s maximalnim stupném
v neobarveném podgrafu.

&
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Algoritmus barve

@ Usporadat uzly v klesajicim poradi podle jejich stupné.
Q Pouzit barvu 1 pro prvni uzel.

Q@ Vybrat neobarveny uzel s maximalni Grovni saturace.
V pfipadé rovnosti vybrat uzel s maximalnim stupném
v neobarveném podgrafu.

© Obarvit vybrany uzel nejmensi moznou barvou.

&
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Algoritmus barveni

@ Usporadat uzly v klesajicim poradi podle jejich stupné.
Q Pouzit barvu 1 pro prvni uzel.

Q@ Vybrat neobarveny uzel s maximalni Grovni saturace.
V pfipadé rovnosti vybrat uzel s maximalnim stupném
v neobarveném podgrafu.

Q Obarvit vybrany uzel nejmensi moznou barvou.

© Pokud jsou vSechny uzly obarveny, pak KONEC.
Jinak prejit k bodu 3.

&
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‘0

e‘ stupef neob. -

O,

vrchol A B C D E
.Q saturace -1 1 0 0
1 1 2 2

&

Pita (Orlicky 2010) 23.2. —27.2.2010 60/ 66



Barveni grafu — p

vrchol A B C D E
saturace -1 1 0 O
stupefineob. - 1 1 2 2
vrchol A B C D
saturace - - 1 0
stupefineob. - - 1 2

mﬁ%om
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vrchol A B C D E
saturace - - - 11
stupenneob. - - - 1 1

&
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vrchol A B C D E
saturace - - 11
stupen neob. 1 1
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Barveni grafu — p

saturace

vrchol A B C D E
- - 11
stupen neob. 1 1
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Problém barveni ma

Pro obarveni libovolné mapy tak, aby dvé sousedni zemeé nebyly
obarveny stejnou barvou, potfebujeme nejvysSe Ctyfi barvy.

Postup:
@ Jednotlivé oblasti na mapé prohlasime ze vrcholy grafu.

@ Oblasti, které spolu sousedi, spojime hranami. Pozor, alespon

jedna z oblasti musi sousedit celym Usekem hranice!

@ Na graf poté aplikujeme algoritmus barveni.
23.2. —27.2.2010 62 /66
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Problém barv

Méjme nasledujici mapu:
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Problém barv

Méjme nasledujici mapu: Pfevedeme ji na graf:
c g
b
h
d
&
B f
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Problém barve

Méjme nasledujici mapu: Pfevedeme ji na graf:
c g
b
h
d
&
B f

1
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Problém barveni

Méjme nasledujici mapu: Pfevedeme ji na graf:

Algoritmus barveni grafu: Podle grafu vybarvime mapu:

&
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Barveni m

Politicka mapa Evropy:
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Bonusova
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Bonusova uloha

Vybarvéte mapu USA nejniz§im moznym poctem barev tak, aby zadné
dva sousedni staty nemély stejnou barvu.
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Bonusova ul
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