Teorie mnozin

pro fajnSmekry - TeMno

Lenka Macélkova

BR Solutions 2010 - Orlicky

23.2.-27.2.2010

Lenka (Brkos 2010) 23.2. —27.2.2010 1/42



Bylo nebylo .. I

o Starovéké Recko - nekone&nost nepochopena (lsecka vs. pfimka)

o 15. stol. - Mikulas Kusansky - predstava o nekone¢ném vesmiru

@ 1638 - otazka porovnavani nekonecnych systému dle velikosti -
Galileo Galilei

@ 20. léta 19. stoleti - Leibnitz, Newton, Cauchy - nekonecné malé
veliCiny a limita

@ 50. léta 19. stoleti - Bernard Bolzano a Paradoxy nekonecna

@ 70. léta 19. stoleti - Georg Cantor - zakladatel teorie mnozin,
dlkaz existence dvou neekvivalentnich nekonecnych mnozin
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| Co bylo dal?

Problémy s Cantorovou naivni teorii mnozin - antimonie:
@ Zermelova: Mnozina v§ech mnozin, které nejsou svym vlastnim
prvkem
@ Russelav paradox holi¢e: Holi€ (vojak) dostal rozkaz holit jen ty
vojaky své Cety, ktefi se sami neholi, a nesmi holit nikoho jiného
o Berryho: Bud k nejmensi pfirozené Cislo, které nelze definovat
Ceskou vétou o nejvySe dvaceti slovech.

3. krize matematiky - vychodiskem je axiomaticka vystavba (Zermel,

Godel)
‘J\
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| Néjaké pojmy

Mnozinou rozumime libovolné, jednozna¢né vymezeny souhrn
néjakych objektd. Tyto objekty nazyvame prvky mnoziny.
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~ Néjake pojmy na z

Definice

Mnozinou rozumime libovolné, jednozna¢né vymezeny souhrn
néjakych objektd. Tyto objekty nazyvame prvky mnoziny.

o extenzionalita: A= B < (Vx)(x € A< x € B)

@ prazdna mnozina: () - mnozina, ktera nema zadné prvky
@ konecna vs. nekoneCna mnozina

@ mnozinova inkluze a podmnoziny
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| Sjednoceni, pranik a

Bud / # 0 libovoIna (tzv. indexova) mnozina. Bud A; mnozina pro
kazdé i e I.
@ Sjednocenim mnozin A;, i € | nazyvame mnozinu

JA={x:3ibel:xeA}
iel

@ Prunikem mnozin A;, i € | nazyvame mnozinu
(A ={xViel:xeA}
iel
Jesté si fekneme, co pro nas znamena rozdil mnozin A, B:
OA-B={x;xe ANXx ¢ B}

I_W.U.:Jj
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Kartézsky so

Kartézskym souc¢inem mnozin A, B rozumime mnozinu

Ax B={(ab);ac A bec B}
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Kartézsky soucin

Definice
Kartézskym soucinem mnozin A, B rozumime mnozinu

Ax B={(ab),ac A be B}

o POZOR! Kartézsky soucin neni komutativni!

o Kartézska mocnina je zavedena analogickym zplsobem jako
AxAx...xA
—_— ——

n—krat
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Relace a zase rel

Necht A, B jsou mnoziny. Pak libovolna podmnozina o kartézského
soucinu A x B se nazyva relace mezi mnozinami A a B. Je-li (x,y) € o,
fikame, Ze prvek x je v relaci p s prvkem y, Casto zapisujeme xoy.
Pokud uvazime soucin A x A, fikdme, Ze se jedna o relaci na mnoziné
A.
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Relace a zase rela

Definice

Necht A, B jsou mnoziny. Pak libovolna podmnozina o kartézského
soucinu A x B se nazyva relace mezi mnozinami A a B. Je-li (x,y) € o,
fikame, Ze prvek x je v relaci p s prvkem y, Casto zapisujeme xoy.
Pokud uvazime soucin A x A, fikdme, Ze se jedna o relaci na mnoziné
A.

Jaka muzZze byt relace ¢ na mnoziné A?
o reflexivni: Va € A plati, Ze apa
@ symetricka: pokud apb pak i bpa
o antisymetricka: jestlize aob A bpa, pak a= b
o tranzitivni: jestlize apb A boc, pak apc
@ Uplna: plati bud apb nebo bea

—
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Jesté jednou relace

LM 0 |R[SIAIT]U
{a,b,c,d} {(a,b),(b,a),(b,b),(b,c)} NIN|N[N|N
neprazdna 0 NIA|A[A|N
neprazdna M x M AlA|* AN
neprazdna {(x,x),x € M} AlAAA|~*

P(A) {X,Y),X,YEPAAXCY} [|A]|™ | A|A]|*™
N {(a,b),a,b e NAa|b} AlA/A|A|N
Z {(a,b),a,bcZNna=b(mod m} |IN|A|N|A|N

* - je-li M jednoprvkova, tak ano

xx - je-li A prazdna, tak ano

* x * - je-li A prazdna nebo jednoprvkova, tak ano )

S
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Zobrazeni

Definice
Uvedeme dvé definice zobrazeni:

o Necht A, B jsou libovolné mnoziny. Pfedpis f, ktery kazdému prvku
mnoziny A pfifazuje prave jeden prvek mnoziny B, se nazyva
zobrazeni mnoziny A do mnoziny B,ozn. f: A— B

o Necht A, B jsou mnoziny a necht f je relace mezi mnozinami A, B
spliujici podminku: ke kazdému a € A existuje prrave jedno y € B
tak, ze plati xfy. Pak uspradanou trojici (A, B, f) nazyvame
zobrazenim mnoziny A do mnoziny B.

Prvni z nich neni az tak Uplné matematicky korektni, problém déla
pojem “"predpis”.

v

T
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Nékdy bychom chtéli, aby zobrazeni mélo néjaké pékné vlastnosti,
protoze diky nim se pak dostaneme k velmi zajimavym vécem. Nyni
uvazme zobrazeni f : A— B, f(a) = bVa € A. Prvku a se fika vzor a

prvku b obraz prvku a.

:
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Nékdy bychom chtéli, aby zobrazeni mélo néjaké pékné vlastnosti,
protoze diky nim se pak dostaneme k velmi zajimavym vécem. Nyni
uvazme zobrazeni f : A— B, f(a) = bVa € A. Prvku a se fika vzor a

prvku b obraz prvku a.

@ injektivni: kazdé dva razné prvky mnoziny A se vzdy zobrazi na
dva rGizné prvky mnoziny B

@ surjektivni: na kazdy prvek mnoziny B se vzdy zobrazi néjaky
prvek mnoziny A

@ bijektivni: injektivni a surjektivni zaroven
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Zobrazen I

Nékdy bychom chtéli, aby zobrazeni mélo néjaké pékné vlastnosti,
protoze diky nim se pak dostaneme k velmi zajimavym vécem. Nyni
uvazme zobrazeni f : A— B, f(a) = bVa € A. Prvku a se fika vzor a
prvku b obraz prvku a.

@ injektivni: kazdé dva razné prvky mnoziny A se vzdy zobrazi na
dva rGizné prvky mnoziny B

@ surjektivni: na kazdy prvek mnoziny B se vzdy zobrazi néjaky
prvek mnoziny A

@ bijektivni: injektivni a surjektivni zaroven

Pokud je zobrazeni bijektivni, miZzeme sestrojit zobrazeni f~1 : B — A,
pro kazdé b € Bje f~1(b) = a, kde pro a plati f(a) = b.

—_
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| Skladani zobrazeni

Muzu néjak davat do kopy zobrazeni? Neni problém! Rika se tomu
skladani:
o Nechtf: A— B, g: B— C jsou zobrazeni mnozin. Potom
zobrazeni (g o f) : A— C dané predpisem (g o f)(a) = g(f(a)),
Va € A se nazyva slozené zobrazeni g po f.
POZOR! Skladani zobrazeni neni komutativni! )

#
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Usporadané mno

Necht M s relaci o, ktera je reflexivni, antisymetricka a tranzitivni. Pak
se relace p nazyva usporadani a M se nazyva usporadana mnozina.
Pokud je usporadani navic Uplné (tj. kazdé dva prvky jsou
srovnatelné), nazyva se M fetézec nebo linearné usporadana mnozina
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Usporadané mnozi

Definice

Necht M s relaci o, ktera je reflexivni, antisymetricka a tranzitivni. Pak
se relace p nazyva usporadani a M se nazyva usporadana mnozina.
Pokud je usporadani navic Uplné (tj. kazdé dva prvky jsou
srovnatelné), nazyva se M fetézec nebo linearné usporadana mnozina

Relaci usporadani si obvykle oznacujeme < nebo C, ale neni to
vyslovené pravidlem

N\
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Usporadané mnozin

Definice

Necht M s relaci o, ktera je reflexivni, antisymetricka a tranzitivni. Pak
se relace p nazyva usporadani a M se nazyva usporadana mnozina.
Pokud je usporadani navic Uplné (tj. kazdé dva prvky jsou
srovnatelné), nazyva se M fetézec nebo linearné usporadana mnozina

Relaci usporadani si obvykle oznacujeme < nebo C, ale neni to
vyslovené pravidlem

@ Mnozina (P(A), Q) je usporadana. Pokud je A = () nebo je A
jednoprvkova, je dokonce linearné usporadana
@ Mnozina (N, |) je usporadana, ale (Z, |) usporadana neni
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Usporadané mno

V usporadanych mnozinach maji nékteré prvky “zajimavé” postaveni:
@ nejmensi (nejvetsi) prvek a: Vx € M plati a < x (x < a)
@ minimalni (maximalni) prvek a: Ax € M: x < a(a< x)

:
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Usporadané mnozin

V usporadanych mnozinach maji nékteré prvky “zajimavé” postaveni:
@ nejmensi (nejvetsi) prvek a: Vx € M plati a < x (x < a)
@ minimalni (maximalni) prvek a: Ax € M: x < a(a< x)

lzomorfismus
Necht A, B jsou uspofadané mnoziny. Zobrazeni f : A — B se nazyva
izomorfismem mnozin A, B, jestlize je bijektivni, zachovava usporadani
a f~' rovnéZz zachovavéa uspofadani (tomu se Fika, Ze je izotonni).
Mnoziny A, B pak nazyvame izomorfni a piSeme A = B.

J
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Usporadané mnozin

V usporadanych mnozinach maji nékteré prvky “zajimavé” postaveni:

@ nejmensi (nejvetsi) prvek a: Vx € M plati a < x (x < a)
@ minimalni (maximalni) prvek a: Ax € M: x < a(a< x)

lzomorfismus
Necht A, B jsou uspofadané mnoziny. Zobrazeni f : A — B se nazyva
izomorfismem mnozin A, B, jestlize je bijektivni, zachovava usporadani
a f~' rovnéZz zachovavéa uspofadani (tomu se Fika, Ze je izotonni).
Mnoziny A, B pak nazyvame izomorfni a piSeme A = B.
v

Priklady:

o f:(N,|) — (N, <) neni izomorfismus, nebot f~' neni izotonni

o f: (N, <) — (2N, <) je izomorfismus

<4
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| Dobre usporad

Usporadana mnozina se nazyva dobre usporadana, jestlize kazda jeji
neprazdna podmnozina ma nejmensi prvek
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| Dobre usporadan

Usporadana mnozina se nazyva dobre usporadana, jestlize kazda jeji
neprazdna podmnozina ma nejmensi prvek

.
Vlastnosti dobfe usporadané mnoziny A

o Aje fetézec.

o je-li A # (), pak A obsahuje nejmensi prvek

@ je-li B C A, pak B je dobfe usporadana

@ je-li A= B, pak je B dobfe usporadana

@ neni-li x nejvétsi v A, pak v A existuje bezprostfedni naslednik x
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Retézec je dobfe usporadany pravé tehdy, kdyz kazdy jeho klesajici
fetézec je konecny.
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Dobre usporadané

Retézec je dobfe usporadany pravé tehdy, kdyz kazdy jeho klesajici
fetézec je konecny.

Dakaz

"<" () # B C Alib. Necht x; € B lib. Pokud je x; nejmensi, tak je B
DUM. Pokud ne, pak 3x < x4, nebot A je fetézec. Pokracujeme
analogicky. Protoze kazdy podietézec je konecny, je B DUM.

=" Necht v A existuje nekonecny klesajici fetézec

X{ > Xo > ...> Xp > ... Pak mnozina {xq, X2, ..., Xp, ...} nema
nejmensi prvek, tedy A by nebyla DUM.

v

%
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Dobre usporadané

Retézec je dobfe usporadany pravé tehdy, kdyz kazdy jeho klesajici
fetézec je konecny.

Dakaz

"<" () # B C Alib. Necht x; € B lib. Pokud je x; nejmensi, tak je B
DUM. Pokud ne, pak 3x < x4, nebot A je fetézec. Pokracujeme
analogicky. Protoze kazdy podietézec je konecny, je B DUM.

=" Necht v A existuje nekonecny klesajici fetézec

X{ > Xo > ...> Xp > ... Pak mnozina {xq, X2, ..., Xp, ...} nema
nejmensi prvek, tedy A by nebyla DUM.

Dusledek

Kazdy koneCny fetézec je dobfe usporadany.
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| Dobre usporad

Méjme dobie usporadanou mnozinu A a jeji podmnozinu B takovou, Ze
existuje izomorfismus f : A — B. Pak pro kazdy prvek a € A plati, ze
a<f(a).
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Dobre usporadané

Véta
Méjme dobie usporadanou mnozinu A a jeji podmnozinu B takovou, ze

existuje izomorfismus f : A — B. Pak pro kazdy prvek a € A plati, ze
a<f(a).

Dukaz

Ozn. K = {x; x € A, f(x) < x} a pfedpokladejme, ze K # (). Pak K
obsahuje nejmensi prvek xq. Polozme x; = f(xp). Protoze xo € K, je
x1 = f(Xp) < Xo. ProtoZe je f izomorfismus, je f(xq1) < f(xp) = X1, tzn.
x1 € K. Ale to je spor, protoze xp je nejmensi prvek mnoziny K. Tedy
K =10. )
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Zacatek a jeho

Necht A je uspofadana mnozina a B jeji podmnozina. Jestlize pro
kazdé b € Bplati, ze {x,x € A, x < b} C B, pak se B nazyva zacatek
mnoziny A. Pokud je navic B C A, nazyva se B vlastni zacatek.
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Zacatek a jeho vl

Definice
Necht A je uspofadana mnozina a B jeji podmnozina. Jestlize pro
kazdé b € Bplati, ze {x,x € A, x < b} C B, pak se B nazyva zacatek
mnoziny A. Pokud je navic B C A, nazyva se B vlastni zacatek.

Véta
Dobre uspofadana mnozina neni izomorfni s zadnym svym vlastnim
zaCatkem
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Zacatek a jeho vlas

Necht A je uspofadana mnozina a B jeji podmnozina. Jestlize pro
kazdé b € Bplati, ze {x,x € A, x < b} C B, pak se B nazyva zacatek
mnoziny A. Pokud je navic B C A, nazyva se B vlastni zacatek.
Dobre uspofadana mnozina neni izomorfni s zadnym svym vlastnim
zaCatkem )
Aje DUM, B vlastni zacatek v A. Pak B C A, takze A — B # (). Mnozina
A — B obsahuje nejmensi prvek ag. Je ziejmé, Ze ay > b pro vSechna
b € B. Pripustme, ze 3X € B: A~ X. Bud f: A — X izomorfismus.
Pak f(ap) € X C B, tj. f(ap) < ag, coz dle pfedchozi véty nelze.

<
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Zacatek a jeh

Dusledek

A je DUM, budte B, C zacatky v A. Je-li B~ C, pak B= C
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Zacatek a jeho

Dusledek

A je DUM, budte B, C zacatky v A. Je-li B~ C, pak B= C

Je-li B= A, B = C je B = C dle predchozi véty. Necht B, C jsou vlastni
zaCatky v A. Je-li B # C je B vlastni zaCatek v C nebo C vlastni
zacatek v B, pak ale B, C nemohou byt podle pfedchozi véty izomorfni.
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|Izomorfismy dobr

Oznaéme A(x) = {t;t € A, t < x}. Uvédomme si, Ze pro DUM je A(x) }

vlastni zacatek. Navic pokud je B C A vlastni zacatek v A, pak existuje
x € Atak, ze B = A(x)

&
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|Izomorfismy dobr

Oznaéme A(x) = {t;t € A, t < x}. Uvédomme si, Ze pro DUM je A(x)
vlastni zacatek. Navic pokud je B C A vlastni zacatek v A, pak existuje
x € Atak, ze B = A(x)

Véta
Budte A, B dobfe usporadané mnoziny. Jestlize jsou A, B izomorfni,
pak mezi nimi existuje prave jeden izomorfismus.

:
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~ Izomorfismy dobre u

Oznaéme A(x) = {t;t € A, t < x}. Uvédomme si, Ze pro DUM je A(x)
vlastni zacatek. Navic pokud je B C A vlastni zacatek v A, pak existuje
x € Atak, ze B = A(x)

Budte A, B dobfe usporadané mnoziny. Jestlize jsou A, B izomorfni,
pak mezi nimi existuje prave jeden izomorfismus.

Budte f: A — B, g : A— B izomorfismy a pfipustme, ze f 4. Pak
Ixp : f(X0) # 9(xo). Protoze f je izomorfismus, je A(xo) = B(f(xp)),
protoZe g je izomorfismus, je A(xo) = B(g(Xo))- Tzn.

B(f(x0)) = B(g(x0))- Podle véty se izomorfni zacatky rovnaji, tedy
f(x0) = g(xo0), ale to je spor.

4

Lenka (Brkos 2010) 23.2. —27.2.2010 19/42



Vztah mezi usp

Véta
Pro dobfe usporadané mnoziny A, B nastava pravé jedna z mnoznosti:

o A=B
o A= B(x)
o B= A(x)
pro vhodné x € A, resp. € B.
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~ Uplna indukce

Indukce je vybornym prostredkem pro dokazovani nékterych tvrzeni
platnych pro dobfe usporadané mnoziny:
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~ Uplna indukce

Indukce je vybornym prostredkem pro dokazovani nékterych tvrzeni
platnych pro dobfe usporadané mnoziny:

Uplna indukce
Diikazova metoda o dvou krocich: Necht V(n) je vyrokova funkce na

prirozenych Cislech

Q v(1)
Q (Yne N)(V(n) = V(n+1)).
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Princip transinitni

Transinitni indukce

Necht A je dobfe usporadana mnozina s nejmensim prvkem ay. Necht
V(a) je vyrokové funkce na A. Necht plati:

Q P(ap) je pravdivy

Q Va e Aplati: je-li P(x) pravda Vx < a, je také P(a) pravda.
Pak P(a) je pravda pro vSechna a € A.

Lenka (Brkos 2010)
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Princip transinitni ind

Transinitni indukce

Necht A je dobfe uspofadana mnozina s nejmensim prvkem ag. Necht
V(a) je vyrokové funkce na A. Necht plati:

Q P(ap) je pravdivy

Q Va € Aplati: je-li P(x) pravda Vx < a, je také P(a) pravda.
Pak P(a) je pravda pro vSechna a € A.
Necht plati pfedpoklady. Pfipustme, Ze
A = {x;x € A, P(x)jenepravdivy} # (). Protoze A je DUM, obsahuje A’
nejmensi prvek yo. Je yo > ag, nebot P(xp) je pravdivy. Pro kazdé
t € A 't < yo je vyrok pravdivy, takze podle predpokladu je také P(yp)
pravda, coz je spor. Tedy A’ = (.

e
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Axiom vybeéru

Priklad
Na R definujeme relaci o = {[x, y], X,y € R, x — y € Q} Kdybychom R
"rozkouskovali” podle této relace, tak dostaneme opét nekone¢nou
mnozinu a nevime jakym zpusobem vybrat z kazdé takové skupinky
jeden prvek. To, ze to mozné (prestoze nevime jak) zaruCuje axiom
vybéru.

:
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Axiom vybeéru

Na R definujeme relaci o = {[x, y], X,y € R, x — y € Q} Kdybychom R
"rozkouskovali” podle této relace, tak dostaneme opét nekone¢nou
mnozinu a nevime jakym zpusobem vybrat z kazdé takové skupinky
jeden prvek. To, ze to mozné (prestoze nevime jak) zaruCuje axiom
vybéru.

Necht A je libovolna neprazdna mnozina, necht M, je neprazdna
mnozina pro kazdé a € A a navic M, jsou po dvou disjunktni. Pak

existuje mnozina M tak, ze:

o M C UaeA Ma
Q Mn M;je jednoprvkova pro kazdé a € A

I__I-I:J
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Véty ekvivalentni s axio

o Zermelova véta: Na kazdé mnoziné existuje dobré usporadani

o Hausdorfova véta: Kazdy fetézec usporadané mnoziny je
podmnozinou nékterého maximalniho fetézce této mnoziny

@ Zornovo lemma: Je-li kazdy fetézec usporadané mnoziny A shora
ohraniceny, existuje ke kazdému prvku a € A maximalni prvek
am € Atak, ze a< ap
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Ekvivalentni a

Rekneme, Ze mnoziny A, B jsou ekvivalentni, jestlize existuje bijektivni
zobrazenif: A— B,ozn. A~ B
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Ekvivalentni a sp

Definice

Rekneme, Ze mnoziny A, B jsou ekvivalentni, jestlize existuje bijektivni
zobrazenif: A— B,ozn. A~ B

Definice
Mnozina A je spocetna, jestlize je ekvivalentni s mnozinou pfirozenych
Cisel. MnozZina, ktera je koneCna nebo spocetna se nazyva nejvyse
spocetna
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Ekvivalentni a spo

Rekneme, Ze mnoziny A, B jsou ekvivalentni, jestlize existuje bijektivni
zobrazenif: A— B,ozn. A~ B

v
Definice
Mnozina A je spocetna, jestlize je ekvivalentni s mnozinou pfirozenych
Cisel. MnozZina, ktera je koneCna nebo spocetna se nazyva nejvyse
spocetna

@ Prvky spocetnych mnozin Ize tedy usporadat do posloupnosti
@ Podmnozina spocetna mnoziny je nejvySe spocetna |

[
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Necht / je nejvySe spotetna a necht A; je rovnéz nejvyse spocetna pro
kazdé i € I. Pak | J;., A; také spoCetna.
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Spocetné mnozin

Necht / je nejvySe spotetna a necht A; je rovnéz nejvyse spocetna pro
kazdé i € I. Pak J;c, A také spocetna.

Dukaz
Kazdou z mnozin A; mizeme usporadat do posloupnosti

A1 = {a11,a as, ...}
Ay = {ap1,am, ap3,...}
As = {asz1,a3,as33,...}

Pak ale U, = {a11, @12, @21, @13, 822, @31, - - .}

e
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Dusledek

Mnozina celych Cisel je spocetna
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Dulsledek
Mnozina celych Cisel je spocetna

Kazda nekone¢na mnozina A obsahuje spocetnou mnozinu B takovou,
Zze mnozina A — B je nekonecna.
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Spocetné mnozi

Dulsledek
Mnozina celych Cisel je spocetna

Véta
Kazda nekone¢na mnozina A obsahuje spocetnou mnozinu B takovou,
Zze mnozina A — B je nekonecna.

Dlkaz

Je-li A nekonecna, existuji ai, by € A, a; # by. Protoze A— {ay, b1} je
také nekonecna, existuji a», bp € A— {a1, by}, a> # b, .. .Indukci takto
sestrojime dvé podmoziny B = (&) ¢, C = (bn)52

<
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Kartézsky soucin dvou spocCetnych mnozin je spocetna mnozina.
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Spocetné mnozin

Kartézsky soucin dvou spocCetnych mnozin je spocetna mnozina.

Dlkaz
Jisté plati, ze A~ C,B~ D = Ax B~ C x D. Staci tedy ukazat, ze
N x N je spocetna. Pro kazdy prvek (p, q) € N x N oznacime vyskou
toho prvku Cislo p + q. Pro Vn € N tedy dostavame n — 1 dvojic vySky
n. Oznacme P, mnozinu vSech dvojic vysky n. Pak

NXN=G
n=2

a ta je podle véty spocetna |

i
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Spocetné mnoziny

Kartézsky soucin dvou spocCetnych mnozin je spocetna mnozina.

Dlkaz
Jisté plati, ze A~ C,B~ D = Ax B~ C x D. Staci tedy ukazat, ze
N x N je spocetna. Pro kazdy prvek (p, q) € N x N oznacime vyskou
toho prvku Cislo p + q. Pro Vn € N tedy dostavame n — 1 dvojic vySky
n. Oznacme P, mnozinu vSech dvojic vysky n. Pak

NXN=G
n=2

a ta je podle véty spocetna |

Dasledek

Mnozina racionalnich Cisel je spocCetna
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Mnozina konecnych posloupnosti prvkl spoCetné mnoziny je spocetna
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Spocetné mnozi

Mnozina konecnych posloupnosti prvkl spoCetné mnoziny je spocetna

Dlkaz

Necht n € N je libovolna. Podle véty je A" (mnozina véech
uporadanych n-tic) spocetna. Tedy

je podle véty o sjednoceni spocetnych mnozin také spocetna
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Spocetné mnozin

Mnozina konecnych posloupnosti prvkl spoCetné mnoziny je spocetna

Necht n € N je libovolna. Podle véty je A" (mnozina véech
uporadanych n-tic) spocetna. Tedy

je podle véty o sjednoceni spocetnych mnozin také spocetna

Dusledek

Mnozina vSech polynom0 jedné proménné s racionalni koeficienty je
spocetna

v
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Kardinalni Cisla

Kazdé mnoziné A pfifradime symbol card A a budeme mu fikat
kardinalni ¢islo (nékdy také mohutnost) tak, aby byla spinéna
nasledujici podminka:

card A=card B A~ B
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7 v

Kardinalni Cisla

Definice
Kazdé mnoziné A pfiradime symbol card A a budeme mu fikat
kardinalni ¢islo (nékdy také mohutnost) tak, aby byla spinéna
nasledujici podminka:

card A=card B A~ B

Pro kone¢nou mnozinu A o n prvcich je card A= n, card N = X
(Cteme "alef”)

:
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7 v

Kardinalni Cisla

Definice
Kazdé mnoziné A pfiradime symbol card A a budeme mu fikat
kardinalni ¢islo (nékdy také mohutnost) tak, aby byla spinéna

nasledujici podminka:

card A=card B A~ B

Pro kone¢nou mnozinu A o n prvcich je card A= n, card N = X
(Cteme "alef”)

Porovnavani kardinalnich &isel
card A < card B < existuje injektivni zobrazeni f : A— B
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7 v

i Cisla

Kardinaln

Definice

Kazdé mnoziné A pfiradime symbol card A a budeme mu fikat
kardinalni ¢islo (nékdy také mohutnost) tak, aby byla spinéna
nasledujici podminka:

card A=card B A~ B

Pro kone¢nou mnozinu A o n prvcich je card A= n, card N = X
(Cteme "alef”)

Porovnavani kardinalnich cisel

card A < card B < existuje injektivni zobrazeni f : A— B

I e | |
POZOR! Vsechny kardinalni ¢isla netvofi mnozinu, ale tfidu. Ukazeme ‘
si to pozdéji.
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Kardinalni Cis

Cantor-Bernsteinova véta

Budte A, B libovolné mnoziny. Existuji-li Ay C A, By C Btak, 2e A ~ B;
a soucasné B ~ Ay, pak plati, ze A~ B
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7 v

Kardinalni Cisla

Cantor-Bernsteinova véta

Budte A, B libovolné mnoziny. Existuji-li Ay C A, By C Btak, Z2e A ~

a soucCasné B ~ Aq, pak plati, ze A~ B

B;

Véta

Kazda mnozina kardinalnich &isel je usporadana, dokonce plati, ze
kazda dvé kardinalni Cisla jsou porovnatelna
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7 v

Kardinalni Cisla

Cantor-Bernsteinova véta
Budte A, B libovolné mnoziny. Existuji-li Ay C A, By C Btak, ze A ~ B
a soucCasné B ~ Aq, pak plati, ze A~ B

Véta
Kazda mnozina kardinalnich &isel je usporadana, dokonce plati, ze
kazda dvé kardinalni Cisla jsou porovnatelna

Ovéfime zda je relace < usporadani, tj. zda je reflexivni,
antisymetricka a tranzitivni. |

(|
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Kardinalni ¢i

7 w7

Kazda dveé kardinalni ¢isla jsou srovnatelnd, tj. a < bnebo b < a
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7 v

Kardinalni Cisl

Kazda dveé kardinalni ¢isla jsou srovnatelnd, tj. a < bnebo b < a

Necht a = card A, b = card B. Podle Zermelovy véty existuje na A, B
dobré usporadani, tedy pro né musi platit jeden ze vztah( mezi DUM.
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7 v

Kardinalni Cisla

Kazda dveé kardinalni ¢isla jsou srovnatelnd, tj. a < bnebo b < a

Dakaz

Necht a = card A, b = card B. Podle Zermelovy véty existuje na A, B
dobré usporadani, tedy pro né musi platit jeden ze vztah( mezi DUM.

Cantorova véta

Necht A, B jsou neprazdné mnoziny a card A > 2. Pak
card AB > card B
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Kardinalni Cisla

Kazda dveé kardinalni ¢isla jsou srovnatelnd, tj. a < bnebo b < a

Necht a = card A, b = card B. Podle Zermelovy véty existuje na A, B
dobré usporadani, tedy pro né musi platit jeden ze vztah( mezi DUM.

Cantorova véta

Necht A, B jsou neprazdné mnoziny a card A > 2. Pak
card AB > card B

Dusledek )

Existuji nespocetné mnoziny. Dokonce plati, Ze kardinalnich cisel
vétSich nez Ny je nekone¢né mnoho
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Nespocetnos

(0, 1) je nespocetna mnozina
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Nespocetnost

(0, 1) je nespocetna mnozina

Dusledek
Mnozina R je nespocetna a navic R ~ (0, 1)
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Nespocetnost re

(0, 1) je nespocetna mnozina

Dusledek
Mnozina R je nespocetna a navic R ~ (0, 1)

Zobrazeni f(x) = arctg x je bijekce R na interval (—%, 7). Navic plati,
Ze kazdé dva intervaly (a, by), (a2, bo) jsou ekvivalentni nebot
f(x) = 2=2t(x — ay) + by. Tedy (0,1) ~ (-3,3) ~R
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Nespocetnost re

(0, 1) je nespocetna mnozina

Dusledek
Mnozina R je nespocetna a navic R ~ (0, 1)

Zobrazeni f(x) = arctg x je bijekce R na interval (—%, 5). Navic plati,
Ze kazdé dva intervaly (a, by), (a2, bo) jsou ekvivalentni nebot
f(x) = 2=2t(x — ay) + by. Tedy (0,1) ~ (-3,3) ~R

Dasledek

Iracionalni Cisla jsou nespocetna mnozina.
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Pocitani s ka
Bud A libovolnd mnozina. Pak card P(A) > card A I
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Pocitani s kardina

Bud A libovolnd mnoZina. Pak card P(A) > card A

Dukaz

Je-li A=), pak card A= 0, card P(A) = 1. Necht A # ). Zvolme
B = {0, 1}. Definujme zobrazeni F : BA — P(A) takto:

Vf:A— Bje F(f) = {x,x € A f(x) = 0}

Pak ziejmé F je bijekce a tvrzeni plyne z Cantorovy vety, {j.

card P(A) = card BA > card A |

[
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Bud A libovolna nespocetna, B C A nejvySe spotetna. Pak
card A= card (A— B)
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Pocitani s kardinaln

Bud A libovolnd nespocetna, B C A nejvyse spocetna. Pak
card A= card (A— B)

Dikaz
Je A= (A— B)UA. Protoze B je nejvySe spocetna, je A— B
nekonecna. POdle véty existuje spocetna mnozina A; C A — B. Ozn.
P=(A—B)—A;.Pakje A— B=A;UP, tj. A= (BU A ) U P. Protoze
je mozina B U A; spocCetna, existuje bijekce f : Ay — BU A;. PoloZme
prokazdé x e A—B:

@ g(x) = f(x) pro x € Ay

@ g(x)=xprox e P
Pak g : (A— B) — Aje bijekce

—
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Dusledek

Bud A libovolnd nekonetna, B nejvyse spodetnda. Pak
card A= card (AU B)
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Pocitani s kardi

Dusledek

Bud A libovolnd nekonetna, B nejvyse spodetnda. Pak
card A= card (AU B)

Véta
Mnozina je nekoneéna, je-li ekvivalentni s nékterou svou vlastni
podmnozinou.
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Pocitani s kardina

Dusledek

Bud A libovolna nekonetna, B nejvySe spocetna. Pak
card A= card (AU B)

Véta
Mnozina je nekoneéna, je-li ekvivalentni s nékterou svou vlastni
podmnozinou.

Konecéna kardinalni ¢isla mizeme scitat, nasobit a umocnovat - tyto
operace odpovidaji operacim sjednoceni, priniku a kartézské mocniné

[
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Mohutnost kontinua

e

@ Mohutnosti kontinua nazyvame kardinalni &islo 2%, ozn. ¢
o Pocitame s c:

en+c=N+c=c+c=c

en-c=¥N-c=c-c=¢c

eoc'=c

o n>1 :nN°:N§°:CN°=C
@ Mnoziny s mohutnosti kontinua:

o R

o R7
o libovolny interval realnych Cisel
o iracionalni ¢isla
Qo
Qo

mnozina posloupnosti pfirozenych &isel
mnozina vSech podmnozin N

, |
@ Hypotéza kontinua: Neexistuje kardinalni Cislo k takové, ze J
Ng< k<ce

Lenka (Brkos 2010) 23.2. —27.2.2010 37/42



Ordinalni typy

Usporadané mnoZiny A, B maji stejny ordinalni typ, jestlize A= B,
piSeme A= B.
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| Ordinalni typy

Usporadané mnoZiny A, B maji stejny ordinalni typ, jestlize A= B,
piSeme A= B.

Ordinalni typ konecného fetézce o n prvcich oznaCujeme n, N = w J
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~ Ordinalni typy a €

Usporadané mnoZiny A, B maji stejny ordinalni typ, jestlize A= B,
piSeme A = B.

Ordinalni typ kone¢ného fetézce o n prvcich oznaujeme n, N = w J

Ordinalni typy mizeme opét scitat, nasobit, umocnovat. Tomu
odpovidaji operace soucet, soucin a mocnina usporadanych mnozin.
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~ Ordinalni typy a Ci

Usporadané mnoZiny A, B maji stejny ordinalni typ, jestlize A= B,
piSeme A = B.

Ordinalni typ kone¢ného fetézce o n prvcich oznaujeme n, N = w J

Ordinalni typy mizeme opét scitat, nasobit, umocnovat. Tomu J

odpovidaji operace soucet, soucin a mocnina usporadanych mnozin.

Ordinalni typ dobfe usporadané mnoziny nazyvame ordinalni ¢islo ‘
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Ordinalni cisl

7 v

M&jme ordinalni &isla «, 3 pislusejici mnozinam A, B. Rekneme, Ze
a < 3 jestlize A je izomorfni s néjakym zacatkem mnoziny B.
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Ordinalni Cisla

7 v

M&jme ordinalni &isla «, 3 pislusejici mnozinam A, B. Rekneme, Ze
a < 3 jestlize A je izomorfni s néjakym zacatkem mnoziny B.

7 v

Kazdéa dvé ordindlni ¢isla jsou porovnatelna )
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Ordinalni Cisla

7 v

M&jme ordinalni &isla «, 3 pislusejici mnozinam A, B. Rekneme, Ze
a < 3 jestlize A je izomorfni s néjakym zacatkem mnoziny B.

7 v

Kazda dveé ordinalni ¢isla jsou porovnatelna )

Plyne ze vztahu mezi DUM.
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Ordinalni cisl

Symbolem W(«) oznaujeme mnozinu vSech ordinalnich Cisel ostre
mensich nez «
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Ordinalni cisl

Definice
Symbolem W(«) oznaujeme mnozinu vSech ordinalnich Cisel ostre
mensich nez «

Véta

W(a) =«
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Ordinalni Cisla

Symbolem W(a) ozna¢ujeme mnozinu vSech ordinalnich Cisel ostte
mensich nez o

W(a) =«

Necht « je ordinalni ¢islo mnoZiny A. Pro kazdé x € A oznaéme ¢(x)
ordinalni typ A(x). Pak zfejmé ¢ je zobrazeni A do W(«). UkaZzeme, ze
je to izomorfismus. Necht 3 € W(«a) libovoIné. Pak 8 < «. Pak ke
kazdé mnozin& B takové, ze B = 3, existuje x € Atak, ze B = A(x), .
8 = o(x). Tedy ¢ je surjekce. Pro x,y € A, x < y je zfejmé

A(X) < A(y), - o(x) < o(y). Tedy ¢ je izotonni injekce. Je zfejmé

o~ W(a) — Ataké izotonni, tedy ¢ je izomorfismus.
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Ordinalni cisl

Kazda mnozina ordinalnich Cisel je dobfe usporadana
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Ordinalni cisl

Kazda mnozina ordinalnich Cisel je dobfe usporadana

Kazdé ordinalni ¢islo méa svého bezprostfedniho naslednika
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Ordinalni Cisla

Kazda mnozina ordinalnich Cisel je dobfe usporadana

7 v

Kazdé ordinalni Cislo ma svého bezprostiedniho naslednika

7 v

Bud m nekone¢né kardinalni ¢islo. Symbolem Z(m) oznacujeme
mnozinu vSech ordinalnich Cisel mohutnosti m. Nejmensi z nich se
nazyva pocatecni ordinalni ¢islo a znaci se w(m)
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Ordinalni Cisla

Kazda mnozina ordinalnich Cisel je dobfe usporadana

7 v

Kazdé ordinalni Cislo ma svého bezprostiedniho naslednika

7 v

Bud m nekone¢né kardinalni ¢islo. Symbolem Z(m) oznaGujeme
mnozinu vSech ordinalnich ¢isel mohutnosti m. Nejmensi z nich se
nazyva pocatecni ordinalni Cislo a znaci se w(m)

4
Oznaceni

s w7

Bud m nekoneéné kardinalni &islo.

A(m) :={w(n);Rg < n < m} |
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Ordinalni cisl

Necht m je nekonecné kardinalni ¢islo a necht A(m) = «. Pak w(m)
oznacujeme w, a m oznacujeme R,
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Ordinalni cisl

Necht m je nekonecné kardinalni ¢islo a necht A(m) = «. Pak w(m)
oznacujeme w, a m oznacujeme R,

Kazdé nekonecné Cislo je nékterym alefem.
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Ordinalni Cisla

Necht m je nekonecné kardinalni ¢islo a necht A(m) = «. Pak w(m)
oznacujeme w, a m oznacujeme R,

Kazdé nekonecné Cislo je nékterym alefem.

s v

Kazdé ordinalni Cislo je indexem nékterého alefu
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Ordinalni Cisla

s vr

Necht m je nekonecné kardinalni ¢islo a necht A(m) = «. Pak w(m)
oznacujeme w, a m oznacujeme R,

Kazdé nekonecné Cislo je nékterym alefem. I

Kazdé ordinalni Cislo je indexem nékterého alefu

Pocitani s alefy

O Ny +Ng=Rq-Ng = Nmax(a,ﬁ)
o card Z(N,) = Ny41
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